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库 尔 特 。 哥 德尔 在 现代 逻辑 方面 的 成 就 是 无 
与 伦比 的 、 不 朽 的 一 一 确实 ， 它 们 不 只 是 一 座 纪 
念 碑 ， 而 且 是 一 座 其 意义 由 于 受 时 间 、 空 间 限 制 
还 远 未 显现 的 里 程 碑 。…'… E TEA BY GR 
辑 学 科 已 完全 改变 了 它 的 本 性 和 发 展 前 景 。 


冯 “， 诺 依 曼 
(1951 年 在 授予 哥 德 尔 爱 因 斯 坦 勋 章 时 的 讲话 ) 


内 容 简 tr 


本 书 是 “世界 数学 名 题 欣赏 丛书 之 -H 
德尔 是 德国 著名 数学 家 , 不 完全 性 定理 是 他 在 
1931 年 提出 来 的 ,这 一 理论 使 数学 基础 研究 发 
生 了 划时代 的 变化 , 是 现代 逻辑 史上 的 一 座 里 
程 碑 。 本 书 系统 地 介绍 了 哥 德 尔 不 完全 性 定 更 
的 产生 、 发 展 和 理论 ,讲述 了 哥 德 尔 的 思想 方 
法 以 及 该 定理 的 重要 地 位 。 全 书 从 问题 产生 的 
历史 背景 出 发 ， 引 入 了 现代 逻辑 学 的 必 备 知 
识 , 最 后 给 出 了 定理 优美 的 证 明 。 通 篇 严谨 简 
明 、 一 气 呵 成 ，。 


Summary 


This book is one of A Series of World Fa- 
mous Mathematics Appreciation. Codel was a fa- . 
mous mathematician who advanced the incom- 
plete theorem in 1931. The theory is a milestone 
in the history of modern logic, has brought about 
epoch-making changes in basic research of math- 
ematics. The book systematically introduces the 
birth, development and theories of Godel incom- 
plete theorem, and sets forth Godel’s method of 
thinking and the important place of the theorem. 
It proceeds from the historical background of the 
problem and introduces necessary knowledge of 
modern logic, and finally gives proofs to the the- 
Cisne The whole book is well-knit and brief, 


forms a coherent whole. 
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库 尔 特 。 哥 德尔 于 1931 年 发 表 了 一 篇 重要 
论文 :《 论 数学 原理 和 有 关系 统 I 的 形式 不 可 判定 
命题 》. 文章 证 明了 一 条 后 来 以 他 的 名 字 命 名 的 不 
完全 性 定理 ,定理 说 : 在 任何 包含 初等 数论 的 相 
容 的 形式 系统 中 ， 存 在 着 不 可 判定 命题 ， 即 命题 
本 喘 和 它 的 否定 在 该 系统 中 都 不 可 证 ， 考虑 到 二 
值 逻 辑 中 ， 命 题 和 它 的 否定 必 有 一 真 ， 不 可 判定 
命题 是 真 的 ， 为 此 不 完全 性 定理 实际 上 断言 了 在 
上 述 系统 中 存在 着 真 的 不 可 证 命题 ， 这 种 表述 通 
常 称 为 哥 德 尔 第 一 定理 . 

该 定理 可 以 有 一 推论 : 一 个 包含 初等 数论 的 
形式 系统 的 相 容 性 ,在 该 系统 内 是 不 可 证 明 的 . 这 
个 表述 通常 称 为 哥 德 尔 第 二 定理 . 

哥 德 尔 定理 是 现代 逻辑 发 展 史 上 的 一 座 丰 
碑 ， 一 个 转折 点 ， 它 开创 了 现代 逻辑 发 展 的 新 时 
期 ， 哥 德尔 的 不 完全 性 定理 和 塔 斯 基 的 形式 语言 
的 真理 论 及 图 灵机 和 判定 问题 的 理论 ， 已 被 国际 
逻辑 界 赞 誉 为 现代 人 逻辑 的 三 大 成 果 . 本 书 仅 就 哥 
德尔 定理 的 背景 、 内 容 、 证 明 、 意 义 等 作 一 较为 
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系统 的 叙述 . 


1 哥 德 尔 的 生平 


大 家 都 知道 亚 里 士 多 德 (公元 前 384—322) 
是 古 希 腊 最 伟大 的 思想 家 ， 他 创建 了 古典 的 形式 
ZH, 被 西方 称 为 “逻辑 之 父 ” 有 人 认为 ， 现 代 
能 与 亚 里 士 多 德 相 比 的 逻辑 学 家 ， 和 恐怕 只 有 哥 德 
尔 ， 伟 大 的 思想 家 的 生活 往往 会 被 他 们 的 成 果 掩 
盖 ， 这 个 现象 在 哥 德 尔 那里 恐怕 最 为 典型 了 ， 哥 
德尔 这 位 隐居 的 天 才 ， 尽 管 他 的 不 完全 性 定理 等 
成 果 ， 是 二 十 世纪 数学 、 逻 辑 学 领域 中 最 值得 称 
颂 的 部 分 ， 然 而 他 的 个 人 生活 和 经 历 至 今 却 仍然 
鲜 为 人 知 ， ” an 

哥 德 尔 全 称 库 尔 特 。 弗 里 德里 希 。 哥 德尔 
(Kurt Friedrich G odel) 于 1906 年 4 月 28 日 生 
于 摩 拉 维 亚 (Moravia) 的 布 吕 恩 (Brünn), Kit 
它 是 奥 匈 帝国 的 一 部 分 ， 现 今 已 是 捷克 斯 洛 伐 克 
的 波 绿 因 (Brno)， 他 是 鲁 道 夫 (Rudolf) 和 玛丽 
安娜 (Marianna) 。 哥 德尔 的 第 二 个 孩子 .当时 
布 吕 因 是 重要 的 纺织 中 心 ， 库 尔 特 的 父亲 是 弗 里 
德里 希 。 雷 德 利 希 (Redlich) 纺织 厂 厂 长 . Be 
利 希 本 人 是 库 尔 特 的 教父 ,后 来 被 纳粹 分 子 杀害 . 
大 概 孩 子 的 中 间 名 字 是 由 他 而 来 的 ， 哥 德尔 加 入 
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美国 籍 后 ， 正 式 去 掉 了 中 间 名 字 ， 但 在 幕 碑 上 还 
保留 了 那个 开头 的 字母 “F”， 哥 德尔 出 生 在 贝克 
街 5 号 ， 在 布 虽 恩 的 德国 路 德 教 会 中 受洗 礼 ， 家 
庭 生活 水 平 中 等 ， 哥 德尔 的 种 族 并 不 像 有 些 人 
(如 哲学 家 罗素 ) 所 断定 的 那样 ， 属 于 犹太 人 . 哥 
德尔 的 父母 虽 都 出 生 在 布 虽 恩 ， 但 当时 那里 是 日 
耳 曼 居民 区 , 儿童 受 德语 教育 , 库 尔 特 也 一 样 . 在 
他 成 为 维也纳 大 学 学 生 后 ， 放 弃 了 捷克 公民 权 . 

哥 德 尔 是 个 勤奋 而 杰出 的 小 学 生 ， 他 第 一 次 
算术 作业 中 ， 只 有 一 处 计算 错误 .他 所 学 的 课程 
着 重 放 在 科学 和 语言 上 ， 拉 丁 语 和 法 语 必修 ， 他 
还 选修 了 英语 ， 总 的 来 说 ， 他 幼年 对 语言 似乎 很 
有 兴趣 .藏书 中 除 许多 外 文 词典 外 ， 还 有 意大利 
语 、 荷 兰 语 等 的 词汇 表 和 练习 本 . 哥 德 尔 的 成 绩 
单 上 ， 数 学 几乎 都 为 最 高 分 ， 成 绩 单 也 记录 了 他 
相当 多 的 缺席 ， 其 中 包括 1915 一 1916 年 间 和 
1917—1918 年 间 物 理 课程 的 免 修 , 其 原因 也 许 就 
是 患 小 儿 风 湿 症 ， 他 哥哥 认为 ， 这 个 疾病 是 哥 德 
尔后 来 患 疑 病 的 根源 . 

哥 德 尔 十 四 岁 那 年 由 于 读 了 著名 的 格 申 
(G 6schen) 从 书 中 的 一 本 初等 微 积分 教科 书 ， 对 
数学 开始 产生 了 兴趣 .1924 年 高 中 毕业 后 ， 他 离 
开 了 出 生 和 度 过 少年 时 代 的 令 人 怀念 的 家 乡 , 来 
到 了 维也纳 ， 在 维也纳 大 学 攻读 物理 学 ， 进 大 学 
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前 ， 他 除了 通过 读 《 新 自由 新 闻 》 报 以 外 ， 几 乎 
与 维也纳 的 知识 文化 生活 没有 什么 接触 .在 第 一 
次 世界 大 战 以 及 战 后 ， 通 货 膨 胀 几乎 对 他 的 家 距 
没有 影响 ， 他 虽然 参与 宗教 活动 ， 但 从 未 加 入 过 
任何 一 个 教会 ， 他 认为 目 己 是 有 神 论 者 而 不 是 汉 
神 论 者 ,，“ 奶 随 莱 布 尼 汶 而 不 退 随 斯 宾 诺 水 ”. 
进 大 学 后 ， 非 利 普 。 富 特 温 格 勒 (Philipp 
Furtwangler) 的 数学 读 和 海 因 里 希 。 贡 佩 效 
(Heinrich Gomperz) 的 哲学 史 课 马上 吸引 了 他 ， 
由 于 他 对 精确 性 十 分 感 兴趣 ， 终 于 促使 他 从 物理 
学 转 回 数学 ， 转 回 数理 逻辑 ， 当 时， 他 就 曾 应 用 
中 国 剩余 定理 去 表述 按 加 法 和 减法 表示 的 递归 画 
数 ， 发 展 这 方面 的 兴趣 .几乎 同时 在 汉 思 。 韩 恩 
(Hans Hahn) 的 引导 下 ,大 约 于 1926 年 参加 过 维 
也 纳 学 派 的 讨论 活动 ， 成 为 石 里 到 团体 的 一 名 成 
员 .在 讨论 中 , 特别 活跃 的 有 : 在 物理 学 研究 工 
作 中 取得 成 就 的 卡尔 纳 普 (R. Carnap) MA EH, 
两 位 数学 教授 汉 思 ， 韩 恩 和 卡尔 ， 门 格 尔 (Karl 
Menger), 哲学 家 弗 里 德里 希 。 aT E (Friedrich 
Waisman), #t @ 4% KR REG + Al ie FF (Ott 
Neurath), 以 及 后 来 成 为 第 一 个 移居 美国 的 维 也 
纳 学 派 成 员 哲 学 家 赫 伯 特 。 费 格 尔 Herbert Fei- 
gl). 届时 卡尔 。 波 普尔 (Karl Popper) 也 在 维 也 
纳 ， 他 和 和 卡尔 纳 普 、 纽 拉 特 以 及 其 他 一 些 人 活跃 
TP 


地 、 富 有 成 效 地 交换 着 意见 ， 但 是 波 普尔 所 强调 
的 是 他 和 逻辑 经 验 主 义 的 不 同 点 ， 他 不 可 能 当然 
也 不 愿意 把 目 己 算 做 逻辑 经 验 主义 者 ， 哥 德尔 也 
是 讨论 班 的 活跃 参 加 者 ， 尺 管 他 没有 明显 持 与 逻 
辑 经 验 主义 者 对 立 的 立场 ， 但 就 哲学 思想 而 言 两 
者 并 不 一 样 ， 他 同意 维也纳 学 派对 当时 哲学 是 贫 
乏 的 估价， 并 且 大 体 上 也 同意 他 们 使 用 数理 逻辑 
方法 去 分 析 哲 学 和 科学 的 概念 ， 但 是 对 他 们 否定 
客观 实在 性 的 态度 及 认为 形而上学 〈 哲 学 ) 问题 
是 无 意义 的 观点 ， 哥 德尔 看 来 是 不 同意 的 ， 后 来 
他 痛苦 地 与 他 们 脱离 了 关系 〈 这 在 哥 德 尔 身 后 遗 
留 的 一 些 未 发 表 的 信件 中 可 以 看 到 ). 

大 约 在 这 个 时 期 ， 哥 德尔 读 了 和 硕 尔 伯 特 
(Hilbert) Alpe] sg (Ackerman) 合 著 的 第 一 版 
《理论 逻辑 基础 》 (1928) 一 书 ， 书 中 精确 地 叙述 
了 狭 谓 词 演算 的 完全 性 由 概念 ， 并 明确 地 把 它 作 
为 一 个 尚未 解决 的 问题 提出 ， 和 希 尔 伯 特 、 阿 克 曼 
写 道 :“ 这 个 公理 系统 是 否 完全 ? 这 里 完全 的 意思 
-是 指 至 少 要 求 在 每 个 个 体 域 中 皆 真 的 所 有 逻辑 公 
式 ， 都 能 从 这 个 公理 系统 推导 出 来 ， 这 个 完全 性 
问题 仍然 琶 而 未 决 ”. 哥 德 尔 集中 精力 钻研 了 这 个 


O 本 书 把 这 种 意义 下 的 完全 性 ， 称 为 完备 性 ， 以 区 别 于 不 
完全 性 定理 . 


E 


问题 ， 他 善于 围绕 能 加 以 精确 处 理 ， 且 能 获得 永 
久 性 成 果 的 基本 概念 问题 进行 卓越 探索 的 能 力 ， 
使 他 通过 “ 纯 思 维 的 ”活动 ， 成功 地 取得 了 基本 
的 进展 ， 这 里 的 所 谓 纯 思维 活动 ， 在 很 大 程度 上 
是 指 独 立 于 以 前 已 有 的 专门 知识 的 思想 ， 现 在 的 
说 法 就 是 指 创造 性 思维 ， 哥 德尔 对 这 个 问题 的 完 
美 解答 ,以 博士 论文 形式 作为 成 果 ，1929 年 他 完 
成 了 论文 ， 随 即 获得 通过 .在 他 父亲 不 到 五 十 五 
岁 就 逝世 的 前 几 天 , 即 1930 年 2 月 6 日 ,由 维 也 
纳 大 学 授予 哥 德 尔 数学 博士 学 位 ， 他 的 稍 事 改 动 
的 论文 稿 ， 于 1930 FERE (ATD E, ARE 
《关于 逻辑 函数 演算 公理 的 完全 性 》 

1930 年 夏天 ， 哥 德尔 已 经 开始 研究 分 析 的 
( 即 实 数 的 ) 相 容 性 的 证 明 问 题 . 他 感到 希 尔 伯 特 
想 用 有 穷 方法 去 直接 证 明 这 个 问题 ， 有 点 不 可 思 
议 ， 哥 德尔 总 是 这 样 认为 ， 人 们 应 该 把 困难 加 以 
分 割 ， 使 得 分 割 后 的 每 一 部 分 ， 相 对 地 都 能 较 容 
易 克 服 一 些 ， 对 这 个 特殊 的 问题 ， 他 也 想 如 此 处 
理想 用 有 穷 数 论 去 证 明 数 论 的 相 容 性 ， 再 用 数 
论 的 相 容 性 去 证 明 分 析 的 相 容 性 ， 他 用 数论 中 的 
公式 去 表示 实数 ， 此 时 他 发 现 为 了 去 证 实 分 析 中 
的 全 部 公理 ,必须 使 用 数论 中 语句 的 真 值 概念 . 这 
样 很 快 就 达到 了 与 真 值 和 可 定义 性 有 关 的 悖 论 
( 荣 奥 悖 论 和 理 查 德 悖 论 )， 于 是 ， 他 渐渐 认识 到 
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了 尽管 在 数论 中 可 以 定义 可 证 明 性 概念 ， 但 是 不 
能 定义 语句 的 真 值 概 念 ， 这 促使 他 没有 再 想 去 实 
现 证 明 分 析 相 容 性 的 计划 .不 久 导 致 他 的 不 完全 
性 定理 的 证 明 . 他 作出 了 如 下 的 结论 ， 在 如 同 数 
学 原理 〈 类 型 论 ) 和 集合 论 〈 策 麦 罗 一 弗兰克 
尔 ) 那样 的 、 适 当 丰 富 的 形式 系统 中 ， 存 在 着 不 
可 判定 命题 ， 这 个 证 明 无 情 地 推翻 了 希 尔 伯 特 证 
明 论 的 规划 (至 少 是 最 初 的 设想 ). 

1930 年 9 月 ， 哥 德尔 参加 了 哥 尼 斯 堡 会 议 . 
那 次 会 议 大 数学 家 云集 , 盛况 空前 . 希 尔 伯 特 , 海 
T (Heyting), FRAY., 冯 ，。 诺 依 曼 都 参加 了 . 
希 尔 伯 特 在 一 般 会 议 上 作 了 逻辑 和 自然 的 讲话 ， 
可 德尔 去 听 了 .这 是 哥 德 尔 第 一 次 见 到 希 尔 伯 特 ， 
也 许 就 是 唯一 的 一 次 ， 哥 德尔 在 一 次 关于 数学 基 
础 讨论 的 会 议 期 间 ， 临 结束 时 几乎 漫不经心 地 宣 
布 了 他 那 历史 性 的 发 现 一 一 不 完全 性 定理 ， 反 应 
接 路 而 来 ， 但 并 不 总 是 伴随 着 理解 有 冯 。 诺 依 
曼 的 深情 赞赏 〈 他 在 两 个 月 后 ， 几 乎 抢先 发 现 哥 
德尔 第 二 不 完全 性 定理 ) ,有 策 麦 罗 的 强 有 力 的 批 
评 . 还 有 一 位 芬 斯 勒 (Finsler) 竟 宣 称 是 他 先 作 出 
这 一 发 现 . 

+ 诺 依 曼 是 一 位 多 才 多 艺 的 现代 数学 家 ， 
他 在 逻辑 学 、 气 象 学 、 量 子 物 理学 、 计 算 机 、 对 
策 论 等 方面 都 作出 过 重大 贡献 ， 有 “电子 计算 机 
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之 父 ” 之 称 . 世界 著名 的 数学 家 乌拉 姆 S. M. U- 
lam》〉 曾 评价 他 说 ;“ 按 年 代 循 迹 汉 。 诺 依 曼 的 兴 
趣 和 成 就 ， 那 就 是 对 近 三 十 年 〈 本 世纪 三 十 年 代 
到 五 十 年 代 ) 来 整个 科学 发 展 的 大 部 分 内 容 的 一 
次 回顾 . ” 冯 ，。 诺 依 曼 对 人 对 己 要 求 其 严 . 他 得 知 
哥 德 尔 的 发 现 后 ， 凭 他 的 高 度数 学 修养 ， 直 接 感 
觉 到 不 完全 性 定理 的 深刻 性 和 重要 意义 ， 故 立即 
以 深 知 内 情 的 同行 身份 赞扬 了 可 德尔， 冷静 下 来 
以 后 ， 作 为 一 个 大 数学 家 的 冯 。 诺 依 曼 由 于 认识 
到 定理 太 为 重要 了 ， 总 有 点 不 放心 ， 因 此 自己 要 
验证 这 条 定理 ， 据 说， 在 不 长 的 时 间 里 ， 他 曾 两 
次 找 出 并 宣布 哥 德 尔 证 明 中 的 错误 ， 后 来 又 两 次 
修正 自己 的 错误 .后 来 ， 冯 ，。 诺 依 曼 自 己 曾 对 这 
段 经 历 有 过 说 法 ， 哥 德尔 发 现 不 完全 性 定理 这 件 
事 发 生 在 我 们 生活 的 时 代 , 我 刁 局 地 看 到 自己 , 怎 
样 轻易 地 由 这 个 插曲 而 改变 关于 绝对 的 数学 真理 
的 看 法 ， 而 且 相 继 改 变 了 三 次 . 

这 里 冯 ， 诺 依 曼 表现 了 大 科学 家 风度 ， 既 热 
情 又 严格 ， 既 有 开拓 精神 又 尊重 事实 ， 同 时 我 们 
也 受到 了 启示 ， 对 哥 德 尔 的 盛赞 并 非 廉价 的 . 

叙述 哥 德 尔 这 个 成 果 的 摘要 由 韩 恩 教 授 于 
1930 年 10 月 23 日 提交 维也纳 科学 院 . 载 满 盛誉 
的 文章 《 论 数 学 原理 和 有 关系 统 I 的 形式 不 可 判 
定 命题 与 论 完全 性 和 一 致 性 》 于 1931 年 发 表 在 
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CAT) RRE. 在 注 有 日 期 1931 年 1 月 22 上 日 的 
说 明 中 , 哥 德 尔 用 皮 阿 诺 (Peano) 算术 而 不 是 用 
类 型 论 作 为 基本 系统 ， 对 他 的 定理 给 出 了 一 个 更 
AA FA A. 后 来 哥 德 尔 把 它 作为 申请 大 学 授 
课 资 格 的 论文 ， 递 交 给 维也纳 大 学 ， 并 因此 得 了 
“无 薪 进 师 ” 的 职位 届时， 他 还 积极 参加 卡尔 。 
门 格 尔 (Karl Menger) 的 讨论 班 , 在 那儿 他 宣读 
了 许多 论文 ， 并 与 别人 合作 编辑 了 讨论 会 会 议 录 
《一 个 数学 讨论 会 的 成 果 》. 

哥 德 尔 在 1933 年 至 1938 年 间 在 维也纳 大 学 
任职 .实际 上 在 大 学 的 授课 时 断 时 续 ， 其 原因 或 
是 因为 去 美国 访问 ， 或 是 生病 ， 据 记录 他 在 维 也 
纳 大 学 真正 讲授 的 只 有 三 门 课 : 1933 年 夏 讲 了 算 
术 基 础 ，1935 年 夏 讲 了 数理 逻辑 部 分 章节 ，1937 
年 春 讲 了 公理 集合 论 . | 

哥 德 尔 出 访 美国 的 时 间 ， 各 种 回忆 录 的 说 法 
不 太 统 一 . 事实 上 在 哥 德 尔 于 1940 年 移居 美国 之 
前 ， 已 三 次 访问 了 美国 ， 第 一 次 是 在 1933 年 至 
1934 年 间 ， 他 访问 了 普林斯顿 高 等 研究 院 ， 在 那 
里 讲授 了 不 完全 性 定理 ， 大 约 耽 了 一 学 年 ， 这 一 
年 恰 是 高 等 研究 院 开 办 的 第 一 年 ， 还 没有 自己 的 
房子 ， 对 应 邀 来 访 的 学 者 授予 什么 职衔 还 有 待 决 
定 ， 因 此 ， 在 那 一 年 的 研究 院 院 报 上 只 是 把 哥 德 
尔 列 为 “工作 人 员 ” 4 月 份 ， 哥 德尔 分 别 到 纽约 
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和 华盛顿 旅行 时 ， 为 纽约 哲学 学 会 和 华盛顿 科学 
院 讲 了 课 . 回 欧 洲 后 , 哥 德 尔 得 了 神经 衰弱 症 , 不 
得 不 推迟 了 应 邀 在 1934 到 1935 年 度 第 二 学 期 去 
高 等 研究 院 的 讲学 ， 此 时 ， 他 开始 深入 集合 论 方 
面 的 研究 . 1935 年 10 月 , 他 第 二 次 访问 高 等 研究 
院 时 ， 曾 对 冯 ，。 诺 依 曼 讲述 他 关于 选择 公理 相 容 
性 的 证 明 .。 由 于 工作 过 度 ， 神 经 衰弱 症 发 作 ， 只 
能 于 一 个 月 后 辞职 , 由 维 布 伦 (O. Veblen) 在 纽 
约 把 他 送 上 回 欧洲 大 陆 的 船只，1938 年 秋 ， 他 第 
三 次 访问 美国 ， 在 高 等 研究 院 过 了 一 个 学 期 ， 尔 
后 接受 门 格 尔 的 邀请 ， Bl ERAS, 在 两 地 他 
都 讲授 了 有 关 相 容 性 的 结果 . 
1939469 H 20 日 ， 在 他 准备 动身 第 四 次 访 
美 前 两 星期 ， 他 与 阿 伪 尔 。 尼 姆 伯 斯 基 (Adele 
Nimbursky , 娘家 姓 Porkert) ZEAE AAG SF WY. 尽 
ARE AE, RR ES, 
曾 是 舞蹈 演员 , 脸 上 有 胎记 等 , 且 比 哥 德 尔 年 长 ， 
婚事 一 直 受 到 哥 德 尔 家 庭 的 反对 而 延迟 ， 不 过 后 
来 的 事实 证 明 他 们 的 结合 是 永久 性 的 .由 于 纳粹 
当局 把 他 作为 征兵 对 象 , 哥 德尔 于 11 月 写 信 给 维 
HE, 表示 同 预 料 相反 ,“ 我 被 征集 并 被 认为 适合 
充当 警卫 工作 . ”后 来 , 通过 某 种 途径 哥 德 尔 躲避 
了 审查 ,成 功 地 获得 了 出 境 签证 . 于 是 ，1940 年 
1 ASMR, 经 过 苏联 和 中 国 东北 之 后 ,取道 ， 
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横滨, 横渡 太平 洋 , 到 旧金山 时 已 是 1940 年 3 月 
4 日 了 . 不 管 怎样 , 哥 德 尔 终于 在 高 等 研究 院 找到 
了 安心 做 学 问 的 避难 所 . 

哥 德 尔 于 1932 年 曾 访问 过 哥 庭 根 ,会见 过 薛 
格 尔 (Siegel )， 甘 4 (Gentzen), ta FF 
(Nother)， 也 许 在 这 里 还 会 见 过 策 麦 罗 . 他 没有 
直接 见 到 豪 伯 (Herbrand), ， 和 豪 伯 通 过 信 ， 不 过 
在 哥 德 尔 的 第 二 封 信 尚 未 到 达 他 手中 时 ， 豪 伯 已 
逝世 了 . 在 普林斯顿 早期 ， 他 与 丘 奇 A. 
Church ) ， 克 林 尼 (S. C. Kleene) WLES, 与 
罗 塞 尔 (Rosser) 也 经 常 相 见 . 

在 1925 年 希 尔 伯 特 已 经 提出 过 引 在 公理 集 
合 论 ZF 系统 中 证 明 连 续 统 假设 的 概要 ， 哥 德尔 
直到 1930 年 才 听 到 这 个 证 明 概 要 . 他 感到 人 们 不 
必用 构造 方法 去 建立 层次 .他 看 到 了 ， 希 尔 伯 特 
并 不 相信 连续 统 假设 可 以 在 公理 集合 论 ZF 系统 
中 判定 ， 1935 年 哥 德 尔 用 这 个 方法 ,作出 了 选择 
公理 相对 无 矛盾 性 的 证 明 . 1938 年 ， 哥 德尔 把 它 
推广 到 今天 已 为 人 们 熟知 的 领域 ， 他 引入 了 可 构 
造 性 公理 ， 并 且 证 明了 广义 连续 统 假设 的 相对 无 
矛盾 性 有关 结 果 和 报告 递交 给 了 美国 国家 科 家 
院 院 刊 , 并 于 1938 年 底 前 发 表 . 长 期 以 来 有 种 说 
法 : 在 四 十 年 代 初 期 ， 哥 德尔 已 经 得 到 了 选择 公 
理 独立 性 的 证 明 , 只 是 没有 发 表 . 特别 是 1964 年 
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PHA (Cohen) 得 到 证 明 后 , 莫 斯 托 夫 斯 基 曾 关 言 : 
“1938 年 以 来 人 们 就 知道 ， 哥 德尔 得 到 了 这 个 假 
设 的 独立 性 证 明 ; 尽管 有 许多 人 问 及 此 事 ， 但 他 
决 不 暴露 秘密 . ”不 过 可 德尔 在 给 沃 尔 夫 冈 。 劳 腾 
贝 格 (Wolf gang Rautenbeng) 的 信 中 特别 指出 
过 :“ 莫 斯 托 夫 斯 基 在 这 点 上 的 断言 是 不 对 的 ， 
为 我 只 得 到 了 某 些 部 分 结果 ， 即 在 类 型 论 中 证 明 
了 可 构造 公理 和 选择 公理 的 独立 性 .根据 我 那 时 
.(1942 年 ) 极 不 完全 的 记录 ,我 只 能 没有 困难 地 重 
新 写 出 这 两 个 证 明 中 的 前 一 个 .我 的 方法 非常 近 
似 于 达 纳 ， 斯 科 特 (Von Dana Scott) 最 近 所 发 现 
的 方法 , 也 有 一 点 像 科 恩 的 . ”尽管 如 此 ，、 人 们 对 
哥 德 尔 取得 部 分 结果 的 方法 仍然 感到 兴趣 . 

哥 德 尔 在 科学 方面 的 伟大 贡献 ， 有 一 点 在 科 
学 史上 是 罕见 的 . 这 就 是 在 归纳 和 提出 某 一 科学 
领域 的 中 心 问题 之 后 的 短期 内 ， 由 一 个 人 解决 了 
所 有 的 基本 问题 . 1928 年 国际 数学 家 大 会 上 , Æ 
尔 伯 特 开 列 了 关于 数学 基础 的 四 个 未 解决 的 中 心 
间 题 : 用 “有 穷 论 ”方法 证 明 分 析 的 相 容 性 ; 把 
相 容 性 证 明 推 广 到 实 复 函 数 ， 特 别 是 关于 选择 公 
理 的 相 容 性 ;数论 和 分 析 的 形式 系统 的 完全 性 ;一 
阶 逻辑 的 完全 性 ， 所 有 这 些 在 不 多 几 年 里 ， 都 由 
哥 德 尔 作 出 了 明确 的 解答 . 

哥 德 尔 到 了 普林斯顿 后 ， 高 等 研究 院 给 了 他 
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相应 的 工作 条 件 ， 然 而 他 一 直 是 每 年 需要 重新 聘 
请 的 人 员 , 直到 1946 年 , 才 成 为 永久 成 员 . 在 他 
加 入 美国 籍 五 年 之 后 ， 即 分 享 第 一 届 爱 因 斯 坦 奖 
金 两 年 之 后 ， 才 被 提 为 教授 ， 尽管 哥 德 尔 本 人 对 
这 种 长 期 的 拖延 没有 表示 过 不 满 ， 但 是 别人 则 要 
求 对 此 作出 解释 ， 特别 是 斯 坦 尼斯 劳 ， S 
(Stanislaw Ulam) 4%. 不 过 研究 院 还 是 创造 了 条 
件 ， 让 哥 德 尔 能 广泛 地 追求 自己 的 学 术 兴 趣 ， 给 
哥 德 尔 以 学 术 研 究 的 充分 自由 . 
1943 年 以 后 直到 1978 Fit, FARES 
从 事 哲学 研究 .1942 年 前 后 ， 他 写 了 论文 《罗素 
的 数理 逻辑 》， 这 可 能 是 他 的 研究 生涯 转折 的 标 
a. 这 是 应 希 尔 普 (P. A. Schilpp) 2H, 为 
《当代 哲学 家 丛书 》 写 作 的 . 希 尔 普 还 曾 要 他 为 爱 
因 斯 坦 ， 卡 尔 纳 普 ， 波 普 的 分 卷 写 论文 ， 除 波 普 
外 ， 哥 德尔 都 同意 写 ， 不 过 他 对 每 一 篇 都 十 分 仔 
细 ， 他 的 文章 总 在 最 后 收 到 之 列 ， 以 至 当 他 有 关 
罗素 的 论文 交 稿 时 ， 已 无 法 听取 罗素 本 人 的 意见 
了 .《 罗 素 的 数理 逻辑 》 一 文 , 据 哥 德尔 自己 说 是 
针对 罗素 工作 中 的 逻辑 史 的 ， 其 实 文章 对 罗素 的 
哲学 观点 ， 特 别 是 数理 哲学 观点 作 了 多 方面 的 述 
评 , 从 而 文章 也 反映 了 哥 德 尔 本 人 的 哲学 思想 . 另 
一 篇 哲学 论文 《 康 托 连续 统 问 题 是 什么 ?》， 发 表 
于 1947 年 ,该 文部 分 地 意味 着 是 哥 德 尔 对 自己 在 
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这 个 问题 上 数学 工作 的 终结 .文章 结合 分 析 连 续 
统 问 题 ， 在 哲学 特别 在 数理 哲学 方面 提出 了 一 些 
独特 的 见解 .此 时 ， 可 以 看 到 哥 德 尔 集中 注意 于 
数理 逻辑 研究 的 情况 已 经 产生 了 变化 ， 已 经 转向 
一 种 基本 上 是 哲学 的 理论 兴趣 ， 哥 德尔 曾 对 莱 布 
尼 获 、 康 德 哲 学 产生 过 兴趣 ， 也 曾 写 过 题目 为 相 
对 论 和 康德 哲学 之 间 关 系 的 某 些 考察 . 1950 EF 
读 胡 塞 尔 的 哲学 . 尽管 哥 德 尔 后 半生 曾 花 了 大 
量 时 间 去 探索 某 种 基本 哲学 ， 企 求 这 种 基本 哲学 
不 仅 会 有 助 于 一 切 领 域内 的 科学 研究 ， 而 且 本 和 号 
也 应 成 为 一 门 超 科 学 (Superscience) ,并 且 还 乐观 
地 估计 过 这 种 哲学 的 发 展 前 途 . 但 最 终 成 果 却 很 
有 限 ， 甚 至 也 没有 成 形 。 照 他 自己 的 说 法 ， 在 他 
那里 这 种 哲学 只 发 展 到 应 用 的 程度 ， 而 未 发 展 到 
能 加 以 直接 表述 的 程度 ， 看 来 ， 在 哲学 方面 ， 哥 
德尔 没有 能 达到 他 所 追求 的 目标 : 获得 一 种 对 志 
界 、 志 界 的 基本 成 分 以 及 构成 规则 的 新 观点 . 
总 之 ， 哥 德尔 一 生 的 研究 工作 ， 大 体 可 划分 
为 两 个 时 期 ， 第 一 时 期 ， 从 1929 年 到 1941 年 前 
后 ， 是 数理 逻辑 研究 时 期 ， 主 要 从 事 罗 辑 学 领域 
内 基本 理论 方面 的 建设 工作 . 这 一 时 期 他 取得 了 
具有 深远 意义 的 包括 完备 性 定理 、 不 完全 性 定理 
在 内 的 几 项 重大 成 果 , 这 些 成 果 对 阐明 关于 证 明 、 
公理 化 方法 、 机 械 程 序 、 集 合 、 连 续 统 、 数 学 真 
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理 、 侵 辑 真理 和 直觉 主义 方法 等 一 些 根本 性 的 概 
念 和 定理 ， 起 到 了 决定 性 的 作用 . 第 二 时 期 ， 从 
1941 年 前 后 到 1978 年 逝世 , 是 哲学 研究 时 期 . 还 
可 分 得 细 一 点 , 1941 一 -1958 年 间 为 数学 和 物理 哲 
学 研究 时 期 , 1959- 一 1978 年 间 为 一 般 哲学 研究 时 
期 ， 发 表 的 文章 不 多 ， 但 有 不 少 哲学 遗 稿 ， 现 在 
正在 整理 发 表 ， 无 疑 将 为 哥 德 尔 研究 创造 条 件 . 


2. APES 

哥 德 尔 不 完全 性 定理 ， 是 逻辑 学 和 数学 在 现 
代 发 展 中 取得 高 度 成 就 的 背景 下 产生 的 . 

形式 逻辑 起 始 于 古 希腊 的 亚 里 士 多 德 ， 他 第 
一 个 全 面 系统 地 研究 了 人 类 的 思维 规律 ， 他 对 概 
念 、 判 断 、 推 理 以 及 基本 思维 规律 作 了 系统 的 研 
究 和 阐述 ,构成 了 传统 逻辑 的 几乎 所 有 组 成 部 分 ， 
建立 了 完整 的 逻辑 学 ， 亚 里 士 多 德 的 逻辑 在 两 千 
多 年 的 历史 发 展 中 经 受 了 考验 ， 作 出 了 广泛 的 应 
用， 取得 了 辉煌 的 成 就 .但 是 从 近代 科学 发 展 的 
眼光 来 看 ， 亚 里 士 多 德 逻辑 确实 也 暴露 了 不 少 局 
限 性 : 诸如 研究 对 象 范围 过 罕 , 限于 主 宾 式 语句 ， 
限于 三 段 论 ， 对 量词 未 加 研究 ， 等 等 。 随 着 近代 
科学 的 发 展 ， 突 破 传 统 逻 辑 的 限制 ， 已 是 必然 的 
趋势 . 
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SEA Ei (Leibniz, 1645—1716) 是 第 一 个 
烦 应 这 种 发 展 的 哲学 家 、 科 学 家 . 这 位 和 和 牛顿 差 
不 多 同时 发 明 微 积分 的 德国 著名 数学 家 ， 一 心 想 
使 逻辑 普遍 化 . 他 在 年 轻 时 就 认为 逻辑 学 可 与 数 
学 相 匹 配 ， 因 此 在 他 的 脑海 中 迫切 想 往 人 蚀 造 新 逻 
辑 ， 他 设想 过 一 个 庞大 的 计划 ， 要 建立 一 种 理想 
的 “通用 语言 ”, 并 利用 它 来 进行 推理 . 具体 的 想 
法 大 体 是 这 样 的 ， 所 有 概念 都 可 归 约 为 几 个 确定 
的 基本 概念 ， 这 些 基本 概念 则 构成 “思想 的 字母 
表 ”, 可 由 基本 概念 通过 相 乘 、 相 加 得 出 复合 概念 ， 
基本 概念 之 间 不 得 自 相 矛盾 ， 以 此 出 发 构造 形式 
的 演绎 逻辑 . 他 这 种 努力 的 动机 是 ;“ 我 们 要 造成 
这 样 的 一 个 结果 ， 使 得 所 有 推理 的 错误 都 只 是 计 
算 的 错误 .这 样 当 争论 发 生 时 ， 两 位 哲学 家 和 和 计 
算数 学 家 一 样 , 用 不 着 辩论 , 只 要 手 里 拿 起 笔 , 坐 
在 计算 器 前 ,面对面 地 说 让 我 们 来 计算 吧 .” 

菜 布 尼 欧 自己 没有 能 实现 这 个 愿望 ， 直到 二 
百年 后 ， 才 由 英国 著名 数学 家 布尔 (G. Boole. 
1815—1864) 给 以 实现 .他 终于 创建 了 以 他 的 名 
字 命 名 的 逻辑 代数 系统 .布尔 不 仅 和 莱 布 尼 活 一 
样 想到 了 用 数学 来 表示 逻辑 ， 把 逻辑 中 的 合 取 和 
析 取 与 数值 的 乘法 和 加 法 作 了 类 比 ， 看 到 了 它们 
之 间 的 相似 之 处 ， 而 且 还 凭借 他 在 代数 学 方面 的 
日 越 才 能 ,创建 了 能 表示 逻辑 演算 的 代数 系统 ,从 
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而 基本 上 完成 了 对 逻辑 加 以 演算 的 转化 工作 . 著 
名 的 逻辑 史 专 家 波 享 斯 基 (Bohenski) 曾 对 此 作 过 
评价 ;“ 我 们 能 够 在 布尔 的 划时代 著作 《 逮 辑 的 数 
学 分 析 》 中 找到 一 种 示范 形式 展开 的 清晰 表达 ,这 
方面 它 是 优 于 许多 后 人 的 著作 的 ， 包 括 罗 素 的 
《数学 原理 》.” 

”到 了 弗 雷 格 (G. Frege, 1848—1925), 数理 
逻辑 的 发 展 已 几乎 达到 了 完成 ， 弗 雷 格 是 德国 著 
名 逻辑 学 家 ， 他 完备 地 发 展 了 现代 意义 下 的 命题 
演算 ， 引 进 了 量词 和 约束 变 元 ， 并 且 也 几乎 完备 
地 发 展 了 谓词 演算 ， 在 他 以 前 ， 逻 辑 学 家 所 考虑 
的 主要 是 像 几 何 学 那样 ,如 何 从 公理 去 推出 定理 ， 
并 没有 把 逻辑 学 本 身 也 表示 成 为 一 个 由 公理 推演 
出 定理 的 演绎 系统 ， 是 他 首先 用 公理 方法 构造 了 
逻辑 的 演绎 系统 ， 但 是 由 于 他 使 用 的 符号 十 分 难 
懂 ， 因 而 他 的 著作 长 期 不 为 人 们 所 关注 . 直到 罗 
素 大 力 提 倡 后 才 为 人 们 重视 

罗素 是 英国 现代 著名 的 哲学 家 、 摧 辑 学 家 . 他 
在 数学 基础 和 数理 逻辑 两 方面 的 工作 ， 基 本 上 总 
结 了 前 期 的 成 果 , 并 且 和 人 怀特 海 CA. N. White- 
head, 1861—1947) 一 起 作出 了 许多 创造 性 的 贡 
献 , 对 现代 逻辑 学 的 发 展 起 了 很 大 的 推动 作用 . 可 
以 这 样 说 ， 他 的 工作 集 现 代 符 号 逻辑 之 大 成 ， 为 
符号 逻辑 发 展 的 金字 塔 ， 他 在 逻辑 史上 第 一 个 建 
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立 了 完整 的 两 个 演算 : 命题 演算 和 谓词 演算 ， 哥 
德尔 证 明 不 完全 性 定理 的 形式 系统 ， 就 是 在 怀特 
海 和 罗素 的 《数学 原理 》 中 建立 的 逻辑 演算 的 基 
础 上 给 以 刻画 的 . 
逻辑 发 展 史 和 数学 史 表 明 ， 逻 辑 向 形式 科学 

发 展 的 历史 和 数学 的 公理 化 、 形 式 化 的 进程 几乎 
是 并 肩 推 进 ， 数 学 的 公理 化 、 形 式 化 需 大 量 借助 
逻辑 学 已 取得 的 成 果 ， 同 时 又 以 自己 的 成 果 哺 育 
逻辑 的 公理 化 、 形 式 化 . 两 者 相辅相成 ， 交 织 共 
E. 它们 大 体 上 都 在 十 九 世 纪 末 ， 二 十 世纪 初 达 
到 完成 ， 时 至 今日 ， 某 些 现 代 的 成 就 ， 几 乎 已 无 
法 区 分 究竟 该 属 何 种 学 科 ， 它 们 既 可 算 作 数学 的 
创造 ， 又 可 当 作 逻辑 学 的 成 果 . 

数学 的 公理 化 、 形 式 化 包括 代数 、 几 何 和 数 
学 分 析 三 个 方面 ， 从 解 方 程 到 抽象 代数 ， 从 欧 几 
里 得 直观 的 公理 几何 学 到 希 尔 伯 特 的 形式 公理 几 
何 学 ， 从 感性 直观 的 无 限 小 到 形式 的 无 限 小 ， 分 
别 是 代数 、 几 何 、 分 析 形 式 化 的 历程 . 

早 在 公元 前 三 世纪 ， 和 希腊 数学 家 欧 几 里 得 已 
用 公理 方法 撰写 了 十 三 卷 《 几 何 原本 》, 影响 欧洲 
文明 达 数 千年 之 久 ， 由 于 对 书 中 第 五 公设 的 探讨 
研究 ,导致 十 九 世 纪 非 欧 几 里 得 几何 学 的 诞生 ,这 
成 就 显示 了 公理 学 研究 的 威力 ， 尽 管 欧 氏 几何 
《原本 》 在 历史 上 堪 称 公理 方法 的 楷模 , 但 用 现代 
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的 眼光 来 看 ， 存 在 问题 还 是 不 少 的 ， 例 如 ， 作 为 
逻辑 推理 基础 的 基本 命题 过 于 贫乏 ， 在 证 明 中 常 
要 借用 图 形 的 直观 ， 如 移动 、 通 过 等 ， 总 之 ， 欧 
几 里 得 逻辑 的 说 服 力 ， 在 许多 情况 下 要 由 我 们 的 
空间 观念 的 习惯 所 保证 ， 直 到 十 九 世 纪 末 ， 在 几 
何 学 发 展 的 推动 下 ,由 希 尔 伯 特 于 1899 年 发 表 的 
《几何 基础 》 才 完成 几何 学 公理 化 、 形 式 化 的 严格 
”陈述 ， 希 尔 伯 特 重新 定义 了 几何 元 素 ， 确 定 了 五 
组 20 个 公理 , 它们 分 别 是 8 条 关联 公理 ,，4 条 顺 
序 公 理 , 5 条 合同 公理 , 2 条 连续 公理 和 1 条 平行 
公理 .《 几 何 基 础 》 用 准确 的 语言 ,严格 地 叙述 了 
欧 几 里 得 几何 学 的 内 容 ， 克 服 了 欧 氏 几何 在 逻辑 
上 的 欠缺 . 

古代 尽管 已 有 解决 某 种 类 型 的 数学 问题 的 法 
则 ， 不 过 “代数 ”这 个 词 最 早 是 由 九 世 纪 的 阿拉 
伯 学 者 穆 罕 默 得 .阿里 。 花 刺 子 模 ， 作 为 他 的 重 
要 著作 的 书 名 提出 的 ， 书 中 已 有 第 一 个 解 一 次 及 
二 次 方程 的 一 般 性 法 则 ， 字 母 表示 法 的 引进 通常 
和 维 耶 特 的 名 字 相 联 ， 这 时 实际 上 把 代数 看 成 是 
-关于 字母 的 计算 ， 关 于 由 字母 构成 的 公式 的 变换 
以 及 解 代数 方程 的 学 问 ， 十 九 世 纪 中 叶 才 形成 方 
程 理 论 ， 尽 管 当时 发 现 了 大 量 方法 ， 使 得 它 不 仅 
能 够 处 理 实数 和 复数 问题 ,而 且 还 能 处 理 向 量 、 站 
元 数 、 和 矩阵 、 二 次 型 、 超 复数 、 变 换 等 组 成 的 集 
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合 ， 但 是 它们 只 是 被 作为 一 种 具体 的 系统 加 以 对 
待 的 . 只 是 到 了 十 九 世 纪 末 , 代数 学 家 才 认 识 到 ， 
对 许多 不 相 联系 的 具体 系统 抽出 它们 的 共同 结构 
来 进行 综合 研究 ， 这 时 才 达 到 公理 化 、 形 式 化 的 
抽象 代数 阶段 ， 拿 抽象 代数 的 基本 研究 对 象 群 来 
说 ， 它 从 一 个 方面 极为 概括 地 研究 了 整数 、 有 理 
数 、 实 数 、 超 复数 、 二 次 型 、 置 换 、 变 换 等 的 某 
方面 属性 . 到 1906 年 享 丁 顿 给 出 了 群 以 及 其 他 代 
数 系统 环 、 域 等 的 公理 化 、 形 式 化 定义 . 至 30 年 
代 ， 范 德 瓦 尔 登 的 《近世 代数 》 问 世 ， 完 成 了 代 
数 领域 公理 化 、 形 式 化 的 工作 ， 他 在 序言 中 说 ; 
“ “抽象 的 : ，' 形 式 化 的 ”或 “公理 化 ， 方向 在 代 
数 领域 中 造成 了 新 的 增长 , 特别 地 在 群 论 、 域 论 、 
赋值 论 和 超 复数 系 等 部 门 中 引起 了 一 系列 新 概念 
的 形成 ， 建 立 了 许多 新 联系 ， 并 导致 了 一 系列 深 
远 的 结果 .本 书 的 目的 就 是 要 将 读者 引入 这 一 概 
th.” 

数学 分 析 就 是 无 限 小 分 析 . 人 类 探索 有 限 、 无 
限 以 及 它们 之 间 的 关系 由 来 已 入 ， 古 希腊 德 训 克 
利 特 、 欧 几 里 得 、 阿 基 米 德 兽 对 无 限 提出 过 不 同 
的 看 法 ， 德 席 克 利 特 是 原子 论 者 ， 把 这 种 思想 引 
入 几何 学 ， 最 早 求 出 锥 体 和 圆锥 体 体积 ， 求 圆锥 
的 体积 要 涉及 无 限 小 概念 ,尽管 没有 确切 说 明 ,但 
直观 的 固定 无 限 小 量 观念 已 经 顽强 地 粘 附 在 数学 
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上 了 .每 当 逻 辑 显然 无 济 于 事 的 时 候 ， 直 观 就 党 
常 令 求助 于 它 ， 欧 氏 《 原 本 》 被 人 认为 是 完美 无 
BRAY. 书 中 主要 体现 了 依 多 克 索 的 穷 疯 法 思想 , 原 
本 中 这 样 表 达 的 : 已 知 两 个 不 等 量 ,“ 如 从 较 大 的 
量 减 去 大 于 其 一 半 的 量 ， 再 从 余下 的 量 中 减 去 大 
于 其 一 半 的 量 ， 这 样 一 直 继 续 下 去 ， 总 可 使 某 一 
余下 的 量 小 于 已 知 的 较 小 的 量 ” 这 个 定义 使 希腊 
几何 学 的 一 切 论证 都 排除 了 无 限 小 量 ， 阿 基 米 德 
兼 有 两 种 特色 ,他 把 欧 几 里 得 一 丝 不 苟 的 推演 , 跟 
fe HLT APA A HbR BUM BRE. p 
基 米 德 在 《 论 抛 物 线 的 面积 》 中 ， 用 无 限 小 方法 
去 求 得 结果 ， 用 穷竭 法 加 以 论证 ， 他 的 做 法 “使 
(AS HIE. KEI. BE. AEA 
牛顿 等 人 相继 孕育 的 无 限 的 微 积分 日 趋 完备 . ”看 
来 十 七 世纪 牛顿 和 莱 布 尼 茨 的 微 积分 是 沿袭 德 次 
克利 特 的 原子 论 思想 的 ， 由 于 对 无 限 小 量 未 作出 
正确 的 说 明 ， 微 积分 理论 遭 到 了 主教 贝克 莱 的 攻 
击 , 被 称 之 为 “逝去 了 的 量 的 鬼 愧 ”， 当 时 很 难 对 
贝克 莱 的 逻辑 作出 恰当 的 回答 . 直到 十 九 世 纪 , 经 
过 柯 西 ， 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 精深 研究 ， 终 于 使 数学 
分 析 回 到 了 欧 几 里 得 式 的 严格 ,他 们 通过 有 限量 ， 
成 功 地 给 出 了 无 限 小 量 形式 化 的 定义 ， 为 近代 分 
IAE T ER. 

传统 的 逻辑 被 认为 本 质 上 是 与 规范 的 思维 相 
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关联 的 ， 然而， 逻辑 发 展 表明 ， 逻 辑 的 一 般 化 已 
经 使 自身 成 为 与 数学 几乎 相同 的 纯粹 形式 科学 
一 一 一 门 能 够 在 形式 符号 系统 中 加 以 表述 的 关于 
思维 规则 的 科学 . 如 同 几 何 学 起 源 于 实际 的 土地 
测量 ， 和 凭借 漫长 的 发 展 才 成 为 一 门 纯 粹 的 形式 数 
学 一 样 ， 逻 辑 学 起 源 于 对 思想 的 分 析 与 评判 ， 任 
借 漫 长 的 发 展 才 成 为 一 门 纯粹 的 关于 规则 的 形式 
科学 ， 

这 里 需要 强调 的 是 在 几何 学 的 公理 化 、 形 式 
化 过 程 中 ， 想 否 证 第 五 公设 而 导致 非 欧 几何 学 产 
生 这 件 事 . 大 家 已 看 到 , 在 欧 氏 《几何 原本 》 中 ， 
有 一 条 叙述 元 长 的 公理 ， 即 第 五 公设 ， 它 说 : 如 
果 一 直线 与 两 直线 相交 ， 且 使 在 同一 侧 的 两 内 角 
之 和 小 于 二 直角 ， 那 么 这 两 条 直线 ， 当 无 限 延 长 
时 ， 相 交 于 两 内 角 和 小 于 二 直角 的 那 一 侧 ， 与 其 
他 公设 相 比 ， 似 乎 太 复杂 ， 可 以 从 其 他 的 公理 推 
出 ,也 就 是 说 ， 人们 很 难 相信 它 的 独立 性 . 因此 ， 
历史 上 有 许多 数学 家 想 把 它 作 为 定理 加 以 证 明 . 
这 种 努力 延续 了 一 千 多 年 ， 未 获 肯 定 的 结果 .后 
来 人 们 改 用 反 证 法 ,从 第 五 公设 的 否定 命题 出 发 ， 
希望 能 导出 矛盾 ， 从 而 证 明 第 五 公设 . 但 是 这 种 
证 明 往 往 很 长 ， 有 的 甚至 连续 推出 几 十 个 及 至 上 
百 个 命题 后 ， 仍 未 见 矛 盾 ， 这 样 就 逐渐 形成 了 另 
外 的 无 蔬 盾 的 演绎 系统 ， 这 就 是 非 欧 几 里 得 几何 
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学 .同时 走出 这 决定 性 的 一 步 的 有 匈牙利 的 青年 
数学 家 波 耶 ， 俄 国 数 学 家 罗 巴 契 夫 斯 基 和 德国 大 
数学 家 高 斯 ， 非 欧 几 何 学 的 产生 是 经 典 数学 走向 
现代 数学 的 重要 标志 之 一 ， 同 时 它 也 显示 了 关于 
公理 性 质 的 研究 对 创立 新 数学 的 巨大 作用 . 

非 欧 几 何 学 问世 以 来 ， 数 学 公理 系统 的 无 矛 
盾 性 问题 ， 一 直 为 数学 家 所 关注 .大 家 一 般 都 是 
这 样 看 的 ， 作 为 正确 的 演绎 方法 ， 总 应 该 从 真 命 
题 导出 真 命题 ， 作 为 定理 当然 要 求 它 是 真 的 . 但 
是 ， 两 个 矛盾 命题 只 能 有 一 个 真 ， 它 们 不 可 能 同 
真 ， 它 们 也 不 可 能 都 成 为 定理 . 因此 ， 如 果 一 个 
命题 和 它 的 否定 命题 都 能 被 选 作为 公理 的 话 ， 那 
么 公理 可 以 不 再 必然 是 真 的 ， 当 然 由 此 推出 的 定 
理 也 可 以 不 再 是 真 的 ， 这 样 一 来 ， 似 乎 没有 什么 
能 保证 演绎 不 会 导致 矛盾 。， 由 此 可 见 ， 公 理 体 系 
的 无 牙 盾 性 即 一 致 性 无 疑 是 至 关 重 要 的 . 非 欧 几 
何 学 的 一 致 性 问题 ， 直 到 1888 年 由 贝尔 特 拉 米 
(E. Beltrami) 证 明了 一 种 非 欧 几何 有 欧 几 里 得 多 
何 为 模型 时 才 获 得 解决 ， 因 为 人 们 总 是 认为 欧 几 
里 得 几何 学 的 公理 是 真 的， 这 种 证 明 都 使 用 了 解 
释 的 方法 ， 新 几何 公理 经 解释 可 以 成 为 欧 氏 几何 
中 的 定理 ， 这 样 一 来 ， 新 几何 中 的 一 切 定 理 经 过 
解释 都 可 成 为 欧 氏 几何 中 的 定理 . 如 果 新 几何 中 
出 现 矛 盾 ， 那 么 这 两 条 矛盾 着 的 定理 ， 经 解释 成 
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欧 氏 几何 中 的 两 条 定理 时 也 是 矛盾 的 . 因此 ， 如 
果 我 们 认为 欧 氏 几何 没有 矛盾 ,那么 非 欧 几何 , 作 
为 新 几何 也 不 会 了 矛盾， 这 种 把 一 门 新 的 数学 理论 
的 一 致 性 的 证 明 ， 通 过 解释 转化 为 对 另 一 门 数 学 
理论 (一般 地 说 比 前 者 较为 人 们 所 熟知 〉 的 一 至 
性 证 明 的 方法 ， 称 为 相对 一 致 性 证 明 ， 将 非 欧 几 
何 一 致 性 证 明 转 化 为 对 欧 氏 几何 一 致 性 证 明 ， 就 
是 这 种 例子 . 这 种 证 明 的 结果 是 相对 的 ， 也 就 是 
说 ， 如 果 欧 氏 几 何 是 一 致 的 ， 那 么 非 欧 几何 也 是 
一 致 的 ， 现 在 问题 是 尽管 人 们 可 以 承认 欧 氏 几何 
是 一 致 的 . 但 是 ， 这 只 是 一 种 朴素 的 直觉 ， 欧 氏 
几何 一 致 性 ， 在 理论 上 的 证 明 并 没有 给 出 过 .， 怎 
么 办 ， 幸 好 笛 卡 尔 为 我 们 准备 了 解析 几何 ， 通 过 
几何 元 素 (点 、 线 、 面 ) 和 坐标 、 方 程 建立 对 应 ， 
可 以 把 几何 命题 转化 为 代数 命题 .这样 我 们 又 可 
以 欧 氏 几何 的 一 致 性 证 明 . 转化 为 对 实数 的 一 致 
性 证 明 . 这 是 又 一 次 的 相对 一 致 性 证 明 ， 再 进 一 
A, 还 可 以 把 实数 命题 ， 通 过 解释 成 为 自然 数 命 
题 ， 从 而 把 实数 的 一 致 性 转化 为 自然 数 的 一 致 性 
证 明 ， 其 实 ， 用 相对 一 致 性 证 明 来 证 明 系 统 的 一 
致 性 ， 总 有 一 个 限度 ， 最 后 ， 总 会 有 一 门 或 几 门 
理论 ， 它 们 的 一 致 性 不 能 用 类 似 的 方法 证 明 ， 而 
要 用 绝对 一 致 性 的 证 明 . 就 证 明 所 需 用 到 的 方法 
而 言 , 无 所 谓 什么 绝对 . 所 以 如 此 称呼 它 是 因为 ; 
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它 不 同 于 相对 一 致 性 证 明 ， 不 再 把 某 一 系统 的 一 
致 性 问题 转化 出 去 ， 沿 此 道路 前 进 的 结果 ， 就 是 
”去 寻找 自然 数 算术 或 集合 论 的 一 致 性 的 证 明 . 

要 正确 地 进行 一 致 性 的 证 明 ， 需 要 对 公理 体 
系 实现 完全 的 形式 化 ， 建 立 起 形式 系统 ， 罗 素 和 
怀特 海 写作 的 《数学 原理 》, 策 麦 罗 一 弗兰克 尔 的 
公理 集合 论 恰好 完成 了 这 个 准备 . 

如 何 估计 一 致 性 证 明 可 能 取得 的 成 果 ， 如 何 
去 实现 一 致 性 的 证 明 . 学 术 界 众说 纷 云 ， 经 过 三 、 
四 十 年 的 努力 ， 问 题 才 算 有 了 明确 的 回答 . 

1900 年 , 在 巴黎 召开 第 二 次 国际 数学 家 代表 
会 议 ， 其 时 数学 、 逻 辑 名 家 会 集 ， 和 希 尔 伯 特 作 了 
题 为 “数学 问题 ”的 著名 演讲 ， 它 对 二 十 世纪 的 
数学 、 以 至 逻辑 学 的 发 展 产生 了 深刻 的 影响 ， 了 
解 一 下 这 篇 启 人 思 迪 的 杰作 , 必 将 加 深 对 演绎 .证 
明 、 公 理 系 统 、 形 式 化 等 的 认识 . 希 尔 伯 特 说 : 
“我 们 当中 有 谁 不 想 揭 开 未 来 的 帷幕 ,看 一 看 今后 
的 世纪 里 我 们 这 门 科 学 的 发 展 的 前 景 和 奥秘 呢 ? 
我 们 下 一 代 的 主要 数学 思潮 将 追求 什么 样 的 特殊 
Ain? 在 广阔 而 丰富 的 数学 思想 领域 ， 新 世纪 将 
会 带 来 什么 样 的 新 方法 和 新 成 果 ? 

“对 于 数学 问题 的 解答 ,应 该 提出 怎样 的 一 般 
BR. 我 认为 这 首先 是 要 有 可 能 通过 以 有 限 个 前 
提 为 基础 的 有 限 步 推理 来 证 明 解 的 正确 性 ， 而 这 
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些 前 提包 含 在 问题 的 陈述 中 ， 并 且 对 每 个 问题 者 
有 确切 定义 ， 这 种 借助 有 限 推理 进行 逻辑 演绎 的 
要 求 ,简单 地 说 就 是 对 于 证 明 过 程 的 严格 性 要 求 . 
这 种 严格 性 要 求 在 数学 中 已 经 像 座右铭 一 样 变 得 
众所周知 ， 它 实际 上 是 与 我 们 悟性 的 普遍 的 哲学 
需要 相应 的 ; 另 一 方面 , 只 有 满足 这 样 的 要 求 , 问 
题 的 思想 内 容 和 它 的 丰富 涵义 才能 充分 体现 . 

“我 认为 : 无 论 数学 概念 从 何 处 提出 , 无 论 是 
来 自 认识 论 或 几何 学 方面 ， 还 是 来 自 自然 科学 理 
论 方面 ， 都 会 对 数学 提出 这 样 的 任务 ， 研 究 构成 
这 些 概念 的 基础 的 原则 ， 从 而 把 这 些 概念 建立 在 
一 种 简单 而 完全 的 公理 系统 之 上 ， 使 新 概念 的 精 
确 性 及 其 对 于 演绎 之 适用 程度 无 论 在 哪 一 方面 才 
不 会 比 以 往 的 算术 概念 差 . ” 

从 以 上 的 叙述 ， 可 以 看 到 希 尔 伯 特 十 分 关心 
”证 明 、 公 理 系统 、 有 限 推理 等 他 借以 建立 证 明 论 
的 基础 概念 . 特别 在 他 叙述 23 个 问题 时 , 列举 的 
第 二 个 问题 就 是 算术 公理 的 无 矛盾 性 : 

“我 想 首先 指出 下 述 的 问题 ,在 关于 公理 所 能 
提出 的 许多 问题 中 ， 下 述 问题 最 为 重要 ， 这 问题 
E: 证 明 这 些 公理 不 互相 矛盾 ， 就 是 说 ， 以 它们 
为 基础 而 进行 有 限 步 又 的 逻辑 推演 ， 决 不 会 导致 
矛盾 的 结果 .” 

把 它 列 为 重要 问题 ， 可 见 希 尔 伯 特 对 它 的 关 
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注 、 重 视 . 希 尔 伯 特 当时 对 问题 的 解答 ， 期 待 其 
高 ， 似 乎 为 期 不 会 太 远 .他 断言 :“ 我 坚信 ,通过 
对 无 理 数理 论 中 熟知 的 推理 方法 的 仔细 研究 和 适 
当 变更 ,一 定 能 够 找到 算术 公理 无 蔬 盾 性 的 直接 
证 明 . ”历史 的 发 展 表 明 ， 道 路 并 非 径直 ， 

过 了 2 年 罗素 提出 了 悖 论 ， 随 后 又 发 现 了 一 
RIFE. 后 来 罗素 于 1903 年 、1906 年 分 别提 出 
了 简单 类 型 论 思想 和 分 支 类 型 论 ， 并 且 主 张 将 数 
学 归结 为 逻辑 , 他 说 :“ 在 历史 上 数学 和 逻辑 曾 是 
两 门 完 全 不 同 的 学 科 ， 数 学 与 科学 有 关 ， 逻 辑 与 
希腊 文 有 关 . 但 是 , 二 者 在 近代 都 有 很 大 的 发 展 : 
逻辑 更 数学 化 ， 数 学 更 逻辑 化 ， 结 果 在 二 者 之 间 
完全 不 能 划 出 一 条 界线 ;事实 上 二 者 也 确 是 一 门 
科学 . 它们 的 不 同 就 像 儿童 与 成 人 : 逻辑 是 数学 
的 少年 时 代 , 数学 是 逻辑 的 成 人 时 代 .” 后 人 把 弗 
雷 格 、 罗 素 的 设想 称 为 逻辑 主义 ， 它 引起 一 部 分 
人 的 称道 ， 也 引起 一 部 分 人 反对 ， 其 中 尤 以 直觉 
主义 最 为 突出 . | 

最 早 的 直觉 主义 者 是 充 罗 内 克 (Kronecker )， 
他 极力 反对 康 托 的 实 无 限 . 他 只 能 接受 整数 ， 认 
为 自然 数 是 上 帝 创造 的 ， 直 觉 上 是 清楚 的 ， 其 他 
的 东西 都 是 人 造 的 ， 可 疑 的 .他 想 从 数学 中 砍 去 
无 理 数 . 男 一 理由 是 ， 诸 如 无 理 数 概 念 等 ， 它 们 
没有 给 出 构造 方法 或 判定 准则 ， 不 能 用 有 限 步 又 
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确定 所 研究 的 对 象 ， PEE PR DR 
笑 逻辑 主义 把 数学 建立 在 逻辑 基础 之 上 ， 认 为 这 
是 将 数学 转化 为 无 限 的 同 义 反复 ， 他 把 罗素 给 出 
的 数 的 定义 :“ 所 谓 数 是 所 有 与 之 相似 的 类 的 类 ”. 
称 为 高 度 人 为 的 推导 ， 哮 讽 为 “一 个 令 人 赞叹 的 
定义 ” 彭 加 勤 特别 反对 那 种 不 能 用 有 限 个 词 来 定 
义 的 概念 ， 例 如: 按 选 择 公理 选 出 一 个 集合 ， 如 
果 是 从 超 穷 无 限 个 集合 的 每 一 个 中 作 选 取 的 话 ， 
那 就 不 是 真正 地 被 定义 了 的 ， 

直觉 主义 最 为 系统 的 阐述 者 是 布 劳 维尔 ， 他 
认为 基本 的 直觉 是 按时 间 顺 序 出 现 的 感觉 .“ 生 命 
的 各 种 要 素 分 解 为 质 上 不 同 的 各 个 部 分 ， 只 有 当 
这 些 部 分 为 时 间 所 分 隔 时 ,才能 重新 联系 起 来 ,这 
是 人 类 智力 的 根本 现象 ， 将 这 一 过 程 中 的 一 切 动 
人 感情 的 内 容 抽象 掉 ， 就 过 渡 到 了 数学 思维 的 根 
本 现象 ， 即 纯粹 的 二 分 性 (two-oneness 或 
biunity). 这 种 二 分 性 , 即 数学 的 原始 直觉, BAL 
产生 了 数 1 和 2, 而且 也 产生 了 所 有 的 有 限 数 , 因 
为 二 分 性 的 一 个 元 素 可 以 被 设想 为 一 个 新 的 二 分 
性 , 这 个 过 程 可 以 无 限 地 重复 下 去 . ” 布 劳 维尔 还 
坚持 认为 :“ 数 学 的 基础 只 可 能 建立 在 这 个 构造 性 
的 程序 上 . ”决定 概念 的 正确 性 和 可 接受 性 的 是 直 
觉 ， 而 不 是 经 验 和 人 逻辑， 由 上 可 知 ， 尽 管 布 劳 维 
尔 的 思想 , 也 能 导致 无 限 , 但 它 是 n 到 n 十 1 这 个 
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步 又 的 空洞 形式 的 无 限 反复 ， 显 然 这 不 是 康 托 的 
实 无 限 ， 即 完成 了 的 无 限 ， 而 是 一 种 潜 无 限 ， 即 
处 在 发 展 中 的 无 限 ， 为 了 更 为 具体 地 理解 布 劳 维 
尔 的 思想 ， 看 看 另 一 直觉 主义 者 外 尔 所 作 的 解释 
是 有 益 的 ， 外 尔 在 谈 到 直觉 主义 无 限 观 时 说 ， 
“…… 数 目的 序列 , 它 会 增长 超过 任何 一 个 已 经 达 
到 的 阶段 ……， 它 是 一 簇 开 向 无 限 的 可 能 性 ， 它 
永远 处 于 创造 的 状态 中 ， 并 不 是 一 个 本 来 就 存在 
着 的 封闭 王国 . ”“ 布 劳 维尔 启 开 了 我 们 的 眼睛 ,使 
RIER: 在 信仰 超越 一 切 人 类 所 能 实现 的 可 能 
性 的 绝对 中 ， 培 育 起 来 的 经 典 数学 走 过 头 了 ， 


“按照 布 劳 维尔 的 看 法 和 历史 的 研究 ,经 典 逻 
辑 是 从 有 限 集合 和 它们 的 子 集 的 数学 抽象 出 来 
:9 ae 人 们 起 记 了 这 个 有 限 的 根源 ， 后 来 就 错 
误 地 把 逻辑 看 作 是 高 于 并 且 先 于 全 部 数学 的 茶 种 
东西 ， 而 终于 没有 根据 地 把 它 应 用 到 无 穷 集 合 的 
数学 上 去 了 .这 就 是 集合 论 的 堕落 和 原罪 ， 它 正 
是 因为 这 个 原故 而 受到 上 自 相 矛 盾 的 惩罚 的 .” 

在 布 劳 维 尔 看 来 ， 在 逻辑 领域 中 ， 有 些 逻 辑 
原则 在 直觉 上 可 以 接受 ， 有 些 不 可 以 接受 ， 排 中 
律 就 是 不 可 接受 的 一 例 ， 排 中 律 肯定 : 每 一 句 有 
意义 的 话 ， 非 真 必 假 ， 它 是 间接 证 明 的 依据 ， 其 
实 , 历 史上 起 源 于 用 于 有 限 集合 的 子 集 上 的 推理 ， 
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后 来 就 逐渐 成 了 一 条 独立 的 先 验 的 原则 ， 并 且 无 
根据 地 把 它 用 于 无 限 集 上 去 了 .因此 ， 当 有 人 证 
明了 ， 在 某 一 无 限 集合 中 ， 并 非 所 有 元 素 都 具有 
某 一 性 质 时 ， 就 不 能 断言 ， 至 少 有 一 个 元 素 不 具 
有 该 性 质 ， 这 就 是 布 劳 维 尔 对 排 中 律 的 态度 .他 
们 认为 排 中 律 适用 的 是 ， 结 论 可 以 通过 有 限 步 又 
得 到 的 情形 . 

选择 公理 是 他 们 又 一 不 能 接受 的 例 . 如果 对 
有 限 个 集合 作 逐 一 选择 , 那 当然 是 可 以 接受 的 , 问 
题 在 于 对 无 穷 个 集合 作 逐 一 选择 ， 无 论 是 不 可 数 
无 穷 还 是 可 数 无 穷 ， 对 于 直觉 来 讲 都 是 不 可 理解 
的 . 


直觉 主义 还 坚持 数学 对 象 必须 是 可 构造 的 . 
数学 的 存在 等 于 可 构造 ， 所 谓 可 构造 是 指 或 者 能 
具体 给 出 ， 或 者 能 给 出 一 个 得 到 某 一 对 象 的 计算 
方法 ， 按 直觉 主义 的 看 法 数学 法 则 的 正确 性 、 有 
效 性 存在 于 人 的 智力 之 中 . 直觉 主义 否定 实 无 限 ， 
禁用 排 中 律 ， 提 倡 可 构造 的 结果 ， 导 致 一 大 批 经 
典 数 学 的 失效 ， 高 等 数学 的 大 部 分 成 果 都 被 丢弃 
掉 了 . 连 外 尔 也 不 得 不 承认 :“ 布 劳 维尔 曾 使 数学 
获得 了 它 最 高 度 的 直观 明显 ,…… 然 而 不 能 否认 ， 
在 向 着 更 高 级 和 更 一 般 理论 近 进 时 ，…… 产 生 了 
几乎 无 法 容许 的 尴 众 的 后 果 ， 而 数学 家 却 痛心 地 
看 到 他 所 认为 是 用 具体 的 材料 搭 成 的 大 厦 竞 会 消 
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失 于 眼前 浓 筋 之 中 .? | 
经 过 了 十 几 年 对 数学 基础 方面 保持 沉默 的 希 
尔 伯 特 ，1922 年 提出 了 他 的 证 明 论 . 其 时 罗素 与 
怀特 海 的 《数学 原理 》 和 策 麦 罗 的 公理 集合 论 已 
”先后 出 版 ， 这 为 希 尔 伯 特 方案 准备 了 了 条件， 直觉 
主义 的 主张 也 为 希 尔 伯 特 提供 了 养料 。 希 尔 伯 特 
此 时 提出 的 证 明 论 ,一 方面 是 他 1900 年 设想 证 明 
数论 和 分 析 一 致 性 的 继续 ， 男 一 方面 念 怕 也 是 直 
感到 了 坚持 经 典 数 学 的 必要 性 ， 试 图 改变 布 劳 维 
尔 等 的 错误 途径 . 他 说 :外 尔 和 布 劳 维尔 的 做 法 ， 
基本 上 是 走 克 罗 内 克 的 老路 ， 他 们 试图 这 样 为 数 
学 奠定 基础 ， 那 就 是 ， 一 切 对 他 们 不 方便 的 都 要 
被 抛弃 ,并 且 树 立 一 个 到 罗 内 克 式 的 禁令 专政 . 但 
这 就 要 把 我 们 的 科学 文 解 ， 使 它 残 缺 不 全 ; WE 
我 们 接受 这 种 改革 办 法 ， 我 们 就 要 冒失 去 我 们 最 
有 价值 的 宝藏 一 大 部 分 的 危险 ， 外 尔 和 布 劳 维尔 
IKE T EER, KA, 还 有 数论 函数 的 一 般 概念 ， 
康 托 的 高 次 数 类 等 等 . “在 无 穷 多 个 整数 中 总 有 一 
最 小 者 ”这 个 命题 ， 其 至 在 判断 中 ， 例 如 在 “或 
者 只 有 有 穷 多 个 质数 或 者 有 无 穷 多 ”中 的 逻辑 排 
中 ， 这 些 命题 和 推论 规则 都 在 被 禁止 之 列 . ” 
希 尔 们 特 方案 的 基本 步 双 是 : 将 理论 置 入 还 
辑 演算 ， 使 得 完全 形式 化 ， 构 成 形式 系统 : 用 元 
理论 来 研究 这 些 形 式 系 统 的 逻辑 矛盾 ， 即 无 矛盾 
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性 问题 . 希 尔 伯 特 十 分 强调 所 使 用 的 方法 和 工具 
的 有 穷人 性. 以 下 就 形式 化 有 穷 观点 作 一 些 说 明 . 

关于 形式 化 , 希 尔 伯 特 认为 把 理论 形式 化 ,是 
指 用 符号 去 表示 理论 中 的 命题 、 谓 词 、 关 系 、 个 
LY RGR GIB. AR. HRMS HK 
量词 等 ). 句子 则 被 转换 为 清晰 地 加 以 限定 的 系统 
中 的 公式 ， 公 式 和 公式 之 间 的 推演 须 按照 系统 中 
精确 规定 的 规则 或 定义 进行 . 在 做 所 有 这 一 切 时 ， 
只 顾及 符号 的 形状 本 身 ， 而 不 顾及 符号 所 代表 的 
意义 .这 一 点 罗素 和 怀特 海 《数学 原理 》 中 的 系 
统 恰好 提供 了 基础 ， 在 罗素 和 怀特 海 那 里 ， 严 格 
说 来 离 实现 完全 形式 化 还 有 些 距 离 ， 有 些 推理 规 
则 没有 用 符号 语言 表达 ， 如 分 离 规则 ; 也 没有 区 
分 对 象 语言 和 元 语言 等 ， 这 些 在 希 尔 伯 特 方案 中 
都 有 了 进一步 的 淤 清 、 并 且 作 出 了 推进 . 

关于 有 穷 观 点 .古典 数学 的 无 矛盾 性 问题 是 
由 于 实 无 穷 引 起 的 ， 古 典 的 逻辑 演算 也 假定 了 实 
无 穷 ， 因 之 如 果 仍 然 用 以 实 无 穷 为 前 提 的 思想 方 
法 或 工具 去 论证 古典 数学 的 无 矛盾 性 ， 会 犯 循环 
论证 的 错误 ， 这 就 是 有 穷 观 点 .这 一 点 直觉 主义 
对 希 尔 伯 特 早期 思想 的 批评 ， 可 能 加 深 了 他 的 印 
象 ， 成 了 他 的 可 借鉴 之 处 ， 另 外 ， 希 尔 伯 特 提出 
有 穷 观 点 ， 也 是 他 长 期 卓有成效 的 开展 数学 科学 
研究 的 经 验 概 括 ， 他 在 分 析 有 限 数论 的 性 质 和 
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法 时 ， 意 识 到 这 个 理论 显然 是 可 以 利用 内 容 上 直 
觉 的 考虑 单 靠 数 学 方程 来 竭尽 其 一 切 的 ,但 是 ,是 
否 可 以 把 它 作 为 证 明 论 的 工具 ， 于 是 他 对 这 个 工 
具 的 结构 进行 的 研究 ， 他 得 出 结论 : 这 种 科学 要 
求 事实 上 是 可 以 满足 的 ， 也 就 是 说 有 可 能 用 纯 直 
觉 的 和 有 限 方法 ， 像 获得 数论 中 的 那些 真理 性 一 


” 样 , 也 获得 保证 数学 工具 可 蕴 性 的 那 种 判断 力 . 具 


体 地 说 他 的 有 穷 方法 有 以 下 特征 ， 每 一 步 又 只 考 
虑 确定 的 有 穷 数量 的 对 象 ， 承 认 潜 无 穷 ， 而 不 处 
理 任何 包括 无 穷 多 个 对 象 完成 了 的 实体 ， 即 不 处 
理 实 无 穷 ;全 称 命题 只 能 在 假 言 的 意义 下 理解 ,也 
就 是 说 ， 它 是 对 任 一 给 定 对 象 的 断定 ， 全 称 命题 
表达 一 个 规律 ， 这 个 规律 对 每 一 个 具体 对 象 都 必 
定 可 以 验证 ; 存在 判断 必须 能 够 直接 给 出 一 个 特 
定 对 象 ， 或 者 能 给 出 一 个 其 步骤 有 特定 界限 的 方 
法 以 得 到 那个 对 象 ， 排 中 律 对 某 些 涉及 无 穷 的 谷 
题 不 能 适用 ， 人 允许 使 用 元 数学 中 关于 数学 的 具体 
构造 的 “内 容 的 归纳 法 ”也 就 是 说 可 以 有 限制 地 
使 用 数学 归纳 法 ， 

希 尔 伯 特 对 有 穷 观点 的 陈述 ， 并 不 精确 、 完 
全 . 照 王 浩 教授 的 估计 “这 个 不 明确 的 概念 的 最 
可 能 的 解释 是 ， 它 们 大 约 相当 于 原始 递归 算术 
(自然 没有 量词 》 的 一 个 弱 扩张 . ” 王 宪 钓 教授 认 
为 有 穷 方法 是 一 种 所 谓 的 能 行 方法 ， 它 较 一 般 
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递归 为 狭 . 

当时 ， 人 们 的 想法 是 希 尔 但 特 的 规划 看 来 是 
行 得 通 的 ， 自 从 对 有 限 数论 的 无 矛盾 性 获得 证 明 
后 ,更 加 增加 了 人 们 的 信心 ， 只 需 经 过 一 段 时 期 
的 努力 ， 数 学 无 菠 盾 性 将 会 获 证 . 布尔 但 特 本 人 
也 这 样 认 为 ， 他 在 1927 年 和 1928 年 的 两 次 讲演 
中 断定 了 这 一 点 ， 并 且 还 乐观 地 预言 ， 只 需要 者 
干 即将 出 现 的 纯粹 算术 的 初等 引 理 ， 就 能 证 明 分 
析 〈 微 积分 理论 ) 的 无 矛盾 性 .1931 年 哥 德 尔 的 
论文 《关于 数学 原理 和 有 关系 统 的 形式 不 可 判定 
命题 》 发 表 , 文中 证 明 的 哥 德 尔 不 完全 性 定理 , 对 
希 尔 伯 特 的 论断 作 了 否定 的 回答 ， 给 名 尔 但 特 的 
方案 以 致命 的 打击 . 
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哥 德 尔 在 《 论 数 学 原理 和 有 关系 统 的 形式 不 
可 判定 命题 》 中 ,一 开始 写 道 :“ 众 所 周知 ， 数 学 
朝 着 更 为 精确 方 癌 的 发 展 ， 已 经 导致 大 部 分 数学 
分 支 的 精确 化 ， 以 致 人 们 只 用 少数 几 个 机 械 的 规 
则 就 能 证 明 任 何 定 理 . 迄今 已 建立 起 来 的 最 完整 
的 形式 系统 ， 一 个 是 数学 原理 ， 另 一 个 是 策 麦 
罗 一 弗兰克 尔 (Zermelo-Fraenkel) 集合 论 公 理 系 
统 ， 这 两 个 系统 是 如 此 的 全 面 ， 以 臻 今天 在 数学 
中 使 用 的 所 有 证 明 方法 都 在 其 中 形式 化 了 ， 也 就 
是 说 ,都 可 以 归 约 为 少数 岂 条 公理 和 推演 规则 . 因 
此 人 们 可 能 猜测 这 些 公理 和 推理 规则 足以 决定 这 
些 形 式 系统 能 加 以 表述 的 任何 数学 问题 ， 下 面 将 
证 明和 情况 并 非 如 此 .相反 ， 在 刚才 提 到 的 两 个 系 
统 中 ， 存 在 着 相当 简单 的 、 根 据 公理 却 不 可 判定 
的 问题 ， 并 且 ， 这 种 情况 绝 非 刚才 说 到 的 系统 的 
特殊 性 质 ， 对 更 广泛 的 系统 来 说 ， 也 是 成 立 的 .” 
这 一 段 话 实际 上 已 经 概括 了 整个 论文 的 内 容 ， 它 
提 到 了 “形式 系统 "，“ 形 式 化 ”， “公理 方法 ” 
“不 可 判定 的 问题 ” 等 现代 逻辑 的 基本 概念 、 基 本 
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方法 ， 因 此 ， 要 真正 能 理解 ， 进 而 把 握 哥 德尔 不 
完全 性 定理 的 内 容 及 其 证 明 ， 先 搞 靖 楚 逻 辑 演算 
系统 是 必要 的 . 所谓 逻 辑 演算 是 指 命题 演算 和 请 
词 演算 ， 即 命题 逻辑 和 谓词 逻辑 的 形式 系 
统 . 

命题 逻辑 是 逻辑 的 基础 组 成 部 分 之 一 ， 它 只 
包括 一 部 分 逻辑 形式 和 规律 ,在 研究 考察 问题 时 ， 
它 以 命题 为 基本 形式 ， 把 命题 只 分 解 到 其 中 所 含 ， 
的 简单 命题 ， 不 再 把 简单 命题 进一步 分 解 成 非 命 
题 成 分 〈 主 词 、 谓 词 、 量 词 )， 由 简单 命题 出 发 ， 
经 使 用 联结 词 构成 复合 命题 ， 然 后 研究 复合 命题 
的 逻辑 形式 及 其 推理 关系 ， 由 此 可 以 得 到 一 些 重 
要 的 逻辑 形式 ， 这 种 形式 和 有 关 的 逻辑 规律 属于 
命题 逻辑 . 谓词 逻辑 也 是 逻辑 学 的 基础 组 成 部 分 ， 
不 过 它 与 命题 逻辑 不 一 样 ， 它 不 以 命题 为 基本 形 
A. 而 把 命题 分 析 为 主 词 (MAI). 谓词 和 量词 . 
然后 研究 这 样 的 命题 之 间 的 逻辑 推理 关系 . 

命题 逻辑 适用 于 有 效 性 完全 只 依赖 于 命题 之 
间 互 相 联 结 的 形式 ， 而 不 涉及 命题 本 身 的 组 成 形 
式 的 推理 和 论证 ， 例 如 : 具体 推理 

这 块 地 种 麦子 ， 或 者 种 看 豆 . 

这 块 地 不 种 麦子 . 

所 以 ， 这 块 地 种 看 豆 . 
当 用 符号 po a 分 别 表示 命题 “这 块 地 种 麦子 ”， 

-AQ- 


“这 块 地 种 看 豆 ” 时 ， 上 述 推 理 可 写成 

PP 或 g 

JE p 

所 以 ，g. 
无 需 对 命题 作 进一步 分 解 ， 就 可 以 显示 推理 的 有 
效 性 ， 但 是 有 些 推理 的 有 效 性 ， 在 命题 逻辑 中 不 
能 显示 . 例如 ， 三 段 论 

所 有 的 科学 规律 是 不 以 人 们 的 意志 为 转移 


的 . 
逻辑 学 的 规律 是 科学 规律 . 
所 以 ， 逻 得 学 的 规律 是 不 以 人 们 的 意志 为 转 
移 的 . 

如 有 果 ， 用 命题 逻辑 来 表述 ， 由 于 三 个 语句 都 
是 简单 可， 可 分 别 用 p» qo 7 表示， 于 是 上 述 推 
理 的 形式 是 

Ê 

q 

所 以 > 
显然 ， 这 并 不 能 显示 推理 的 有 效 性 ， 因此， 引进 
谓词 逻辑 在 所 难免 . 


1 命题 逻辑 和 命题 演算 


命题 逻辑 的 规律 反映 复合 命题 的 逻辑 特征 . 
l “。 4] ，。 


复合 命题 由 联结 词 构成 ， 复 合 命题 的 特征 决定 于 
联结 词 所 反映 的 客观 关系 ， 所 以 命题 逻辑 又 称 为 
联结 词 逻辑 ， 命 题 逻辑 涉及 真 值 联结 词 ， 真 值 形 
式 ， 真 值 表 ， 有 效 性 等 基本 概念 和 基本 方法 . 
真 值 联 结 词 ， 命题 的 语言 形式 是 句子 ， 当 我 
们 对 句子 作 分 析 时 ， 首 先 要 考察 的 日 常 语言 的 一 
个 方面 是 联结 词 ， 句子 有 简单 句 和 复合 句 ， 所 请 
简单 句 是 只 有 一 个 主 谓 结构 的 句子 ， 例 如 
科学 是 生产 力 . 
雪 是 黑 的 . 
m 是 偶数 . 
一 个 复合 句 由 几 个 简单 句 通过 联结 词 构成 ， 例 如 
科学 技术 是 生产 力 并 且 文 化 艺术 是 上 层 建 


" 
如 果 m 是 偶数 ， 那 么 m 是 偶数 . 


雪 是 日 的 或 者 雪 是 黑 的 . 
其 中 “EH “MR, FBZ ++”, “或 者 ” 均 是 
联结 词 . 常用 的 联结 词 ， 还 有 “并 非 …”， “eee, 当 


且 仅 当 …” 等 .句子 并 非 都 有 真 假 ， 所 谓 命 题 是 
一 个 有 真 、 假 意义 的 句子 .有 真 假意 义 的 简单 句 
是 简单 命题 ， 复 合 命题 是 由 几 个 简单 命题 通过 联 
结 词 构成 的 ， 把 几 个 简单 命题 联结 起 来 从 而 构成 
一 个 复合 命题 的 词 项 是 联结 词 ， 构 成 复合 命题 的 
, 命题 (并 不 一 定 是 简单 命题 ), 称 为 成 分 命题 或 文 
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命题 . 

所 谓 真 值 联结 词 是 反映 复合 命题 和 支 命 题 之 
间 真 假 关系 的 联结 词 ， 它 是 普通 联结 词 的 逻辑 抽 
象 ， 逻 辑 形式 ， 真 值 形式 是 与 复合 命题 相当 的 由 
真 值 联结 词 构 成 的 形式 结构 ， 也 可 以 说 是 由 真 什 
联结 词 构成 的 复合 命题 的 形式 结构 ， 命 题 逻 辑 中 
的 公式 都 是 真 值 形式 ， 与 5 个 普通 联结 词 “ 并 非 
oe, “eae HY eee, eHe”, “如 果 …， 那么 
…2”,“… 当 目 仅 当 …>”， 相 应 的 真 值 联结 词 , 分 别 
用 符号 | | 


< F) 否定 
V Dr HR 
A 合 取 
Hid Hh 
> 等 值 


表示 . 当 用 p、g 表示 命题 时 由 它们 可 以 得 到 5 个 
基本 真 值 式 ， 


4p ”否定 式 
pVg | HRA 
pq 合 取 式 
pq AA A 
pq | 等 值 式 l 


香 定式 只 有 一 个 支 命题 ， 其 余 4 式 都 有 两 个 支 全 
题 
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使 用 真 值 联 结 词 ， 能 够 由 支 命题 的 真 假 完全 
决定 复合 命题 的 真 假 ， 以 了 了 、F 分 别 表示 真 、 假 ， 
我 们 可 以 用 图 表 列 出 5 个 基本 真 值 式 和 支 命题 之 
间 的 真 假 关系 . 这 种 图 表 称 为 真 值 表 . 5 个 基本 真 
值 式 的 真 值 表 为 : 


pP 
T| F 


Faaa 


否定 式 了 2 的 真 假 与 p 相反 ; 析 取 式 真 ,只 需 支 命 

题 中 有 一 为 真 ; GRAN, 要 求 二 个 支 命题 皆 真 ; 

等 值 式 真 ， 要 求 两 支 命题 同 真 同 假 ， 这 些 规定 的 

合理 性 是 显然 的 . BERK pq PH p, q 分 别称 

”为 前 件 、 后 件 . 仅 当前 件 真 后 件 假 时 , 蕴涵 式 假 ; 

其 他 情况 即 前 件 假 (不 管 后 件 真 假 ), 后 件 真 (不 
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管 前 件 真 假 ) 时， 蕴涵 式 真 对 这 个 规定 的 合理 
性 , 历史 上 以 至 今天 , BRS RHA BK. 
其 实 ， 这 个 规定 至 少 迄 今 仍 不 失 为 最 恰当 的 ， 而 
且 应 用 广泛 , 特别 在 数学 推演 中 , 已 能 满足 需要 . 

真 值 形式 是 命题 形式 的 一 部 分 ， 在 命题 逻辑 
中 的 命题 形式 就 是 真 值 形式 . 一 般 的 真 值 形 式 ,总 
是 由 命题 符号 多 次 使 用 真 值 联结 词 构成 . 为 此 , 求 
一 般 真 值 形式 的 真 值 ， 可 以 这 样 着 手 ， 先 确定 式 
中 的 命题 特写 ,列举 几 个 符号 的 各 种 取 值 组 合 , 即 
给 出 真 假 情 况 的 搭配 ， 然 后 根据 真 值 式 的 构成 过 
程 由 简 到 繁 地 写 出 它们 的 各 个 组 成 部 分 ， 最 后 根 
据 基 本 真 值 形 式 的 真 值 表 ， 逐 步 计算 组 成 部 分 的 
RE, BARE RY AAW Be. 

例 2. 1 R PAD 一 GAG QUVA) WA 


一 个 俞 题 形 式 是 重 言 式 ， 当 且 仅 当 ， 对 在 式 
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中 出 现 的 各 命题 符号 指派 所 有 可 能 的 真 值 时 ， 该 
式 总 是 真 的 . 

一 个 命题 形式 是 矛盾 式 ， 当 上 且 仅 当 ， 对 在 式 
中 出 现 的 各 命题 符号 指派 所 有 可 能 的 真 值 时 ， 该 
式 总 是 假 的 . 

此 处 还 可 有 可 真 可 假 的 真 值 形式 . 

推理 形式 和 有 效 性 ， 在 这 里 我 们 只 限于 考察 
前 提 和 结论 都 是 命题 的 情况 ， 大 家 知道 推理 是 由 
一 个 或 几 个 已 知 判断 得 出 一 个 判断 ， 当 不 区 别 判 
断 和 命题 时 ， 也 可 说 成 由 一 个 或 几 个 命题 得 出 一 
个 命题 ， 推 理 形 式 是 命题 形式 的 有 限 序列 ， 序 列 
中 最 后 的 一 个 公式 是 结论 ， 其 余部 分 为 前 提 ， 如 
果 推 理 的 结论 是 它 的 前 提 的 合乎 罗 辑 的 结果 ， 这 
种 推理 就 是 正确 推理 ， 也 叫 有 效 推理 ， 所 谓 合乎 
逻辑 是 指 : 如 果 前 提 真 , 所 得 的 结论 也 必然 真 . HE 
此 ， 我 们 把 无 效 论证 定义 为 ; 

推理 形式 Ay, Ars, Aas A 是 无 效 的 , 如 
果 能 够 对 出 现在 As A es An A 中 的 命题 符 
号 指派 真 值 , 使 得 As Al, …, A, 都 真 而 A 却 为 
假 ， 反 之 ， 推 理 形式 就 是 有 效 的 . 

有 效 推理 尽管 当前 提 都 真 时 ， 结 论 真 ， 但 是 
它 并 不 要 求 前 提 和 结论 必须 为 真 ， 比 有 效 推理 要 
求 更 高 的 ， 还 有 可 靠 推理 ， 一 个 可 靠 推理 是 前 提 
为 真 的 有 效 推理 .显然 可 靠 推理 的 结论 必定 是 真 
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的 . 

一 般 来 说 ， 容 易 检 验 推 理 形式 的 无 效 性 ， 因 
为 只 需 找 出 一 种 使 前 提 真 而 结论 假 的 对 命题 变 元 
的 真 值 指派 即 可 .， 推 现形 式 有 效 性 的 检验 就 比较 
麻烦 ， 它 需要 验证 推理 形式 在 各 种 真 值 指 派 下 的 
真 值 ， 这 里 提供 一 个 一 般 的 判别 定理 : 

推理 形式 Ay, As,…, Aas A 是 有 效 的 , 当 
且 仅 当 ， 与 之 相当 的 命题 形式 CANAL Ae 
入 4,) 一 A 是 重 言 式 . 

证 

首先 假设 : As es An oA 是 有 效 推理 形 
式 , M AAAA AAA) 一 4 却 不 是 重 言 式 . 那 
么 一 定 存在 某 一 种 对 出 现 的 命题 变 元 的 真 值 指 
派 ， 使 得 A A AAD BEXT, m 4 取 值 为 
F. 考虑 到 推理 式 的 前 件 是 合 取 式 , 合 取 式 真 时 ， 
它 的 合 取 项 皆 真 ， 所 以 有 A, s A BAT, A 
为 F. 这 和 推理 形式 有 效 矛 盾 . 于 是 , 否定 推理 式 
(A Ate AA) >A 不 是 重 言 式 的 假设 , 即 得 推理 
式 是 重 言 的 . | | 

其 次 , 假设 (A 和信 … AA, ->4 是 重 言 式 , 而 
Al，…，A,; 所 以 A 是 一 无 效 推理 形式 . 既然 是 
无 效 的 , 当然 会 存在 某 个 真 值 指派 使 得 4 ,…, A, 
SH, 而 4 假 . 此 时 , 显然 蕴涵 式 不 会 是 重 言 式 ， 
这 里 有 一 个 矛盾 . 于是， 和 否定 推理 形式 无 效 的 假 
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设 ， 推 理 形 式 是 有 效 的 

判别 定理 在 理论 上 建立 了 有 效 推理 和 重 言 式 
之 闻 的 关系 ， 这 样 推理 形式 的 有 效 性 的 检验 ， 就 
可 以 转化 为 对 蕴涵 式 的 重 言 性 质 的 检验 ， 这 可 以 
通过 真 值 表 和 解决 问题 ， 为 今后 使 用 方便 起 见 ， 我 
们 列 出 常用 的 重 言 蕴 涵 式 和 等 值 式 如 下 : 


( (>q) Ap) >q 分 离 律 
C >q) Aag) >P 否定 否定 式 
( (pVg) An p) >q. 否定 肯定 式 
(pAq) —=p 简化 律 
(pq) > (Ap) 拼合 律 


((p—>q) A (qr) > (pr) 假 言 三 段 论 
(C (pAg) >r) > (> (一 r)) KLE 
( (> (or) > (pAg) >r) 移入 律 


(p> (qAnq@) 一 fp 归 诬 律 
p> Vg) 附加 律 
起 双重 否定 律 
pg) wy (To BD) 假 言 易 位 律 
5 (Vg) e apaga) 德 摩根 律 
x Agp = G pAg) 

(pAg) > QAP) 交换 律 


(pq) > (| pVq) 更 涵 析 取 等 值 律 

q1 (>q) e (hag) 

(pede(( peg Atq>p)) ”蕴涵 否定 律 
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(peMmMeUpAgd V a 人 -9)) 条 件 律 

命题 演算 是 数理 逻辑 的 基本 组 成 部 分 ， 是 
实现 了 完全 形式 化 的 命题 逻辑 ， 也 可 以 说 是 命题 
逻辑 的 形式 系统 ， 命 题 演算 一 般 有 重 言 式 的 公理 
系统 和 上 自然 推理 系统 ， 十 九 世 纪 后 期 ， 弗 和 雷 格 最 
早 提出 了 一 个 命题 逻辑 的 形式 系统 ， 本 世纪 初 由 
罗素 和 怀特 海 在 三 大 卷 《数学 原理 》 中 提出 了 一 
个 基本 完备 的 系统 . 在 弗 雷 格 之 前 ， 逻 辑 学 家 所 
考虑 的 ， 主 要 是 像 几何 学 那样 ， 如 何 从 公理 推出 
定理 的 具体 的 公理 系统 ， 而 并 没有 把 逻辑 学 本 
身 处 理 成 由 公理 出 发 ,推导 定理 的 演 泽 系 
统 . 

所 谓 公理 系统 ， 是 从 一 些 不 加 定义 的 概念 和 
不 加 证 明 的 公理 出 发 ， 根 据 演 泽 方法 推导 出 一 系 
列 定 理 而 构成 的 系统 .概念 是 反映 对 象 本 质 属性 
的 思维 形式 ， 人 们 通过 实践 ， 从 对 象 的 许多 属性 
F, 撤 开 非 本 质 属 性 , 抽出 本 质 属 性 概括 而 成 . 概 
念 的 语言 形式 是 词 或 词组 . 概念 都 有 内 涵 和 外 涵 . 
不 加 定义 的 概念 是 指 对 它 没有 逻辑 定义 的 概念 . 
将 概念 置 入 公理 系统 时 可 以 排序 ， 在 后 出 现 的 概 
念 ， 可 以 用 “ 属 加 种 差 ” 的 方式 由 在 前 的 概念 定 
义 ,而 在 最 前 的 几 个 初始 概念 ,不 能 用 此 法 定义 ， 
就 是 不 加 定义 的 概念 . 公理 是 一 个 命题 ， 它 的 真 
理性 是 人 类 亿 万 次 经 验 的 总 结 ， 它 的 语言 形式 是 
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语句 ， 将 命题 置 入 公理 系统 时 也 可 以 排序 ， 在 后 
命题 的 确立 可 以 由 在 前 命题 证 明 ， 而 在 最 前 的 几 
个 初始 命题 不 能 赁 逻辑 证 明 ， 它 们 就 是 公理 ， 最 
早 用 自然 语言 叙述 公理 理论 的 是 亚 里 士 多 德 ， 最 
早 建立 的 公理 系统 是 欧 几 里 得 几何 学 .现代 公理 
系统 要 求 严格 、 精 确 ， 推 理 所 遵循 的 规则 必须 是 
系统 中 明确 给 定 的 ， 证 明 过 程 中 不 得 凭借 直观 不 
自觉 地 附加 其 他 前 提 , 和 采用 未 明确 给 定 的 规则 ; 
公理 的 选择 不 必要 求 真 实 性 直观 、 明 显 ， 而 只 要 
它 能 充分 确定 所 要 处 理 的 对 象 的 特征 ， 和 不 会 导 
致 矛 盾 ， 功 能 完备 即 可 .上 古典 的 公理 系统 是 用 
自然 语言 表述 的 ,现代 公理 系统 要 求 尽 可 能 完全 
地 用 形式 语言 表达 ， 这样 就 导致 了 形式 系 
统 . 

所 谓 形式 系统 是 用 形式 语言 表述 的 公理 系 
统 ， 一 般 来 说 由 四 个 部 分 组 成 ， 

1. 初始 符号 , 它们 犹如 构成 形式 系统 大 厦 的 
砖 块 ， 是 初始 概念 的 抽象. 

2. 形成 规则 . 由 初始 符号 构成 合式 公式 的 规 
则 ,初始 符号 可 以 组 成 各 种 符号 串 〈 序 列 ) A 
符合 一 定 条 件 的 符号 串 ， 我 们 称 为 合式 公式 . 

3. 初始 公式 . 用 自然 语言 表述 的 公理 的 抽象 . 
是 作为 形式 系统 出 发 点 的 合式 公式 ， 是 公理 的 抽 
象 . 
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4. 变形 规则 .由 给 定 的 某 些 合式 公式 推出 
某 个 合式 公式 的 形式 规则 ， 是 推理 规则 的 抽 
RR. 

逻辑 学 的 发 展 经 历 了 长 期 的 抽象 、 概 括 、 一 
般 化 的 过 程 ， 即 形式 化 . 形式 系统 是 形式 化 所 达 
到 的 高 蜂 . 偶而 使 用 一 些 符 号 去 表达 词 项 、 命 题 ， 
在 亚 里 士 多 德 逻辑 中 已 有 所 反映 ， 这 是 形式 化 历 
程 的 开端 ， 在 一 些 关 键 场 全 使 用 符号 ， 能 极 大 地 
促进 学 科 的 发 展 取 得 重要 成 果 ， 如 量词 符号 的 引 
进 等 ， 当 形式 化 方法 用 于 公理 系统 时 ， 才 产生 了 
形式 系统 ， 它 使 符号 的 表述 、 创 造作 用 获得 了 更 
大 的 发 挥 ， 可 以 说 形式 系统 是 形式 化 过 程 的 高 
产品 . 

关于 语言 ， 就 其 自身 而 言 ， 可 以 认为 是 “为 
相当 大 的 团体 的 人 们 所 懂得 并 使 用 的 字 以 及 组 合 
这 些 字 的 方法 的 统一 体 ”, 就 其 作为 一 种 社会 现象 
而 言 ， 它 是 人 类 社会 的 产物 .语言 是 人 们 交际 的 
工具 ， 是 人 们 思维 的 工具 .语言 有 三 个 特征 : 社 
会 性 ， 复 末 性 ， 生 成 性 ， 语 言 符 号 和 客观 事物 之 
间 的 关系 具有 任意 性 , 它 不 是 由 客观 事物 决定 的 ， 
而 是 由 社会 集团 “约定 俗 成 ”的 , 这 就 是 社会 性 . 
语言 由 人 脑 支 配 ， 同 思维 紧密 相 联 ， 至 今 ， 现 代 
科学 技术 还 不 能 完全 模拟 语言 的 全 部 机 能 ， 这 是 
语言 复杂 性 的 明证 ， 语 言 的 规则 有 限 ， 但 人 们 却 
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”能 说 出 无 限 多 样 的 话语 ， 有 的 还 是 过 去 从 未 有 过 
的 ， 这 就 是 生成 性 ， 正 是 有 这 些 特点 ， 使 得 自然 
语言 有 极为 丰富 的 表现 力 ， 但 是 这 也 带 来 了 一 些 
问题 , 由 于 语言 的 歧义 性 , 使 得 表述 不 够 精确 , 用 
它 来 进行 演算 几乎 不 可 能 .甚至 处 理 某 些 逻辑 问 
题 时 会 导致 悖 论 . 波兰 逻辑 学 家 塔 斯 基 曾 说 过 :日 
常 语言 的 普遍 性 是 一 切 语义 悖 论 产生 的 根源 ， 在 
日 常 语言 那样 丰富 的 语言 中 ， 逻 辑 规律 在 其 中 成 
立 的 条 件 下 , 想 无 矛盾 地 使 用 语言 是 不 可 能 的 . 基 
于 此 ， 人 们 想 用 形式 语言 去 替代 日 常 使 用 的 自然 
语言 ， 以 期 克服 歧义 性 ， 达 到 将 逻辑 转化 为 演算 
这 样 一 个 既定 的 目标 ， 有 些 学 者 把 形式 语言 看 成 
是 具有 精确 的 规则 的 符号 系统 ， 它 相当 于 形式 系 
统 ， 初 始 符号 是 构成 形式 语言 的 砖 块 ， 形 成 规则 
相当 于 语法 规则 ， 这 样 ， 我 们 就 可 以 把 逻辑 演算 
系统 看 成 是 形式 语言 之 一， 现代 逻辑 是 用 形式 语 
言 表述 的 ， 尽 管 表现 力 目前 还 受到 一 定 限制 . 但 . 
是 它 无 歧义 ， 能 够 十 分 精确 地 表现 推理 ， 它 将 运 
用 符号 表示 概念 、 判 断 ， 能 够 把 推理 转化 为 符号 
的 变换 ， 把 逻辑 转换 成 演算 ， 由 于 用 某 些 形式 语 
言 表述 的 逻辑 规则 十 分 精确 ,因而 能 避免 悖 论 . 并 
昌 能 适应 电子 计算 机 发 展 的 需要 . 

命题 演算 是 一 个 形式 化 的 演 泽 系统 ， 现 在 介 
绍 一 个 形式 系统 L， 它 是 重 言 式 的 公理 系 
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形式 系统 L. 

一 、 初 始 符号 〈 无 限 ) 

Pir Pos Pas °° 

ts. >, (,) 

二 、 形 成 规则 、 

O) z 是 一 合式 公式 ， 其 中 ;之 1， 

(2) MRA, B 是 合式 公式 , 那么 ] A, (A> 
B) 是 合式 公式 . 

3) 所 有 合式 公式 由 (1)， (2) ER. 
即 只 有 适合 以 上 两 条 规则 的 , 才 是 合式 公式 . 在 不 
会 引起 混 消 时 ,今后 合式 公式 简称 公 
xX. 

三 、 初 始 公式 : 有 无 限 多 个 初始 公式 ， 我 们 
不 能 一 一 列 出 ， 不 过 ， 可 以 通过 三 个 公理 模式 把 
它们 全 部 列 出 ， 对 于 任何 公式 4、B、C, 下 列 是 
初始 公式 : 

(Li) (A> (B>A)) 

(L:) (A> (B>C)) > ( (AB) > 

(A-C)) 

(L3) © (4 A) > aG B)) > (B>A) 

四 、 变形 规则 ; 在 本 系统 只 有 一 个 变形 规则 ， 
称 为 分 离 规 则 ( 记 作 MP). 断定 符号 上 表示 本 系 
统 对 后 面 跟 的 合式 公式 是 断定 的 : 


。5D3 。 


从 HA， 和 上 4A 一 B; 可 得 上 BB. 
一 般 的 形式 系统 可 作 多 种 解释 , L 当然 也 可 以 作 
多 种 解释 . 当 把 工 解 释 为 命题 逻辑 时 ， 初 始 符号 
b: 就 是 命题 ,~ ， 一 就 是 真 值 联结 词 . 括号 用 来 
规定 运算 次 序 . 初始 符号 相当 于 形式 语言 中 的 子 
母 库 . 工 的 形成 规则 所 规定 的 合式 公式 ,可 解释 为 
命题 形式 . 符号 A ，V ， 嘻 并 没有 出 现在 系统 的 
字母 库 中 ， 因 而 有 它们 出 现 的 符号 串 暂 时 还 不 能 
作为 工 的 组 成 部 分 . 不过， 当 我 们 回忆 起 下 列 重 
言 的 等 值 式 : 

(AVB) ~ ( (| A) >B) 

(AAB) © -=CA> (+ B)) 

(A@B) = ( (A>B) A (B>A)) 
就 局 发 我 们 思考 ,把 它们 当 作 是 用 ~ ,一 对 V，,A， 
< 所 作 的 定义 .这样 一 来 ，(4VB)，(4AE)， 
(AB) 实际 上 分 别 是 ( (4 A) >B), q (A> 
= B)), ((A>B) A (B->4)) 的 简写 ， 既 然后 
者 是 工 的 合式 公式 ， 前 者 也 是 . 工 中 初始 公式 的 
解释 就 是 初始 命题 , 即 公 理 . 工 的 变形 规则 的 解释 
是 推理 规则 ， 分离 规划 其 实 就 是 充分 条 件 假 言 推 
理 的 肯定 前 件 式 的 抽象 . 从 符号 方面 着 眼 , 工 中 的 
推导 是 符号 串 的 变换 ; 从 思维 角度 看 ， 系 统 中 的 
推导 就 是 演绎 . 

命题 演算 工 是 一 个 形式 系统 ,可 以 看 成 是 一 
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种 形式 语言 ， 我 们 说 我 们 在 研究 形式 系统 工时 ， 
实际 上 是 把 一 种 形式 语言 当 作 了 研究 对 象 . 同时 ， 
在 研究 系统 工时 ,还 需要 一 种 工作 语言 . 这 样 ,我 
们 在 这 里 就 遇 到 了 两 种 语言 ， 我 们 把 作为 研究 对 
象 的 语言 称 为 对 象 语言 ; 把 讨论 对 象 语言 时 所 使 
用 的 工作 语言 称 为 语法 语言 , 或 元 语言 . 例如 , 我 
们 用 汉语 来 研究 系统 工时 ,对象 语 言 就 是 命题 演 
算 工 这 个 形式 语言 , 语法 语言 是 汉语 .我 们 这 里 
例 举 的 对 象 语言 恰 是 人 工 制造 的 形式 语言 ， 但 并 
非 对 象 语言 必须 是 形式 语言 .例如 我 们 用 汉语 人 研 
究 汉语 时 ， 对 象 语言 和 工作 语言 〈 语 法 语言 ) 就 
都 是 汉语 . 还 得 声明 一 下 , 本 书 在 一 般 情 况 下 , 对 
象 语言 是 形式 语言 ， 语 法 语言 是 上 自然 语言 、 粗 略 
地 说 ， 用 语法 语言 所 陈述 的 关于 对 象 语 言 中 语言 
表达 式 之 间 形 式 关系 的 理论 称 为 语法 理论 ， 或 语 
形 理论 .语法 理论 就 是 元 理论 ， 或 者 说 语法 理论 
是 元 理论 之 一 . 

为 深入 讨论 形式 系统 L, BES 
绎 的 定义 . 

定义 2. 2 工 中 的 一 个 证 明 是 公式 的 一 个 有 
序列 Ars ot, Ans ABEL FA: 对 每 一 个 i 
IKin) 

(1) A 是 工 的 一 条 公理 ， 或 

(2) A; 由 在 前 的 两 个 公式 A; FA, Gi, k 
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< zz) 分 离 而 得 . 即 A, 是 对 A 和 Ai 使 用 MP 规则 
的 直接 后 承 . 这 样 的 一 个 证 明 可 称 为 A, Æ LP 
的 一 个 证 明 ，4, 也 称 为 工 的 定理 ， HLEA, ® 
M. 显然 ， 序列 中 任 一 在 前 的 片断 : Al, cers A 
也 是 工 的 一 个 证 明 , Ar 也 是 定理 . 当然 工 中 的 公 
理 也 是 工 的 定理 . 

定义 2. 3 令 械 是 工 中 的 一 组 公式 , 它们 可 
以 是 元 中 的 公理 和 定理， 也 可 以 不 是 ,， 世 中 以 卫 
为 前 提 的 演绎 是 公式 的 一 个 有 序列 Ast An H 
满足 以 下 条 件 : 对 每 一 个 1 Sin), 

(1) A: 是 工 的 一 条 公理 

(2) A; 是 公式 组 卫 中 的 一 个 . 

(3) A; 由 在 前 的 两 个 公式 A; M A G<i, k 
<i) 分 离 而 得 
如 果 这 样 的 一 个 演绎 存在 ， 我 们 标 有 下 标 最 后 一 
个 公式 A, 称 为 以 卫 为 前 提 是 可 演绎 的 ， 或 称 A, 
ALT WARK. WET | A. 注意 工 中 的 关于 
空前 提 的 演绎 就 是 工 中 的 一 个 证 明 . 

要 记 住 “+ ”符号 并 非 形 式 系统 (对 象 语 
a) 中 的 符号 ， 而 是 语法 语言 中 的 符号 ， 也 叫 语 
法 符号 ,目前 + 4 的 含义 是 明确 的 ， 它 表示 4 是 
定理 . 

有 了 以 上 的 介绍 , 下 面 就 可 以 讲述 工 系统 中 
定理 的 推演 .在 工 中 , 证 明 的 根据 必定 是 公理 或 
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系统 中 已 证 的 定理 ， 证 明 的 推进 必须 依照 变形 规 


则 ， 


Li, 
Tz, 
Ts, 
Ti, 
Ts, 
Ts, 


T 20 
Ta 


T T TT.: T = T T T Tt 


(AA) 

(4 B> (B>A)) 

(A>B) > ( (BC) > (A>C)) 

( (4 AA) A) 

(A> (B>C)) > (B> (A>C)) 

(G A> B) > ( GAB) >A) 

(47 AA) 

(A> 4 74 A) 

(AB) > (| B= A) 

.FA—> ( (A> B) —- B) 

.上 4 一 (B> (AAB)) 

,上 (Ae4 4 A) 

t (A~B) e CG B>] A) 

k (A> (AVB)) 

上 (AAB) >A 

t (BAA) >A 

,上 (A> (B>C)) > ( (AAB) >C) 

HC (AAB) 一 C)) > (A> (B>C)) 

上 上 (A—> (A—>B)) > (AB) 

上 (A>) > (A> (A>B)) 

,上 (A> (B>C)) e ( (AAB) >C) 
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Tz, (A> (A>B)) e (A>B) 
我 们 详细 地 证 明 了,，T,， 其 余 请 参考 有 关 书 籍 : 


T, 的 证 明 ， 
(1) (A> ( (AA) >A)) > ( (A> (A 
+A)) > (A>A)) CLs) 
(2) (A> ( (A—>A) —>A)) (L) 
(3) ( (A> (A>A)) > (4->4)) 
(1), (2) MP 
(4) (A> (A>A)) (L1) 
(5) (AA) (3), (4) MP 
每 一 CEE 后 面 写 的 
是 理由 . 
Ta 的 证 明 : 
(1) (4, B> (4, A—- B)) (L,) 
(2) ( 4 A> B) > (B—A)) Ch) 
(3) ( (4 A> B) > (B>A)) > a B> 
( (4 A>4 B) > (B>A))) CL.) 
(4) (4 B> ( G A> B) > (B>A))) 
(2), (3) MP 


(5) G B> ( | A> B) > (B>A))) 
> ( a B> | A> B) > CG B> (B 


—>A))) | (L) 
(6) G A> © A> B)) > a B> (B 
—A)) (4), (5), MP 
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(7) (4 B> (B>A)) = D, (6) MP 

-构造 形式 系统 的 目的 在 于 用 形式 化 的 方法 去 
反映 用 普通 语言 表述 的 推理 ， 而 并 不 在 于 寻求 某 
些 定理 的 特殊 证 明 ， 我 们 知道 ， 在 对 一 个 公式 进 
行 形 式 证 明 时 ， 一 般 情况 下 ， 人 们 并 非 机 械 地 去 
党 试 各 种 可 能 的 步 又， 而 往往 依据 经 验 到 的 对 公 
式 意 义 的 直觉 ， 去 设想 证 明 步 又 的 ， 只 是 在 完成 
了 粗略 的 证 明 后 ， 再 逐步 补充 使 之 成 为 完整 的 形 


AWH. 确实 ， 构 造形 式 系 统 的 目的 ， 主 要 并 不 


在 此 ， 而 在 于 把 逻辑 体系 作为 一 个 整体 ， 一 个 形 
式 系统 加 以 研究 . 

当 把 一 个 逻辑 体系 构造 成 一 个 形式 系统 后 ， 
我 们 就 可 以 考察 整个 系统 性 能 的 优 劣 和 功能 的 强 
弱 ， 前 者 涉及 可 靠 性 ， 后 者 涉及 完备 性 ， 我们 用 
命题 演算 来 反映 命题 逻辑 时 ， 可 以 问 演算 系统 中 
的 形式 定理 是 否 在 直观 上 是 真 的 .如 果 命 题 演算 
形式 系统 中 的 形式 定理 都 是 重 言 式 ， 那 么 这 个 演 
算 就 是 可 靠 的 ; 反之 如 果 演 算 推 出 的 某 些 定理 不 
是 重 言 式 ， 即 不 是 真 的 ， 那 么 这 个 演算 当然 不 可 
靠 ， 可靠 还 是 不 可 靠 是 构成 逻辑 演算 系统 的 最 重 
要 的 一 个 标志 . 

我 们 还 可 以 问 直 观 上 真 的 命题 ， 在 构造 出 的 
形式 系统 中 能 否 作为 形式 定理 推出 ， 如 果 命 题 逻 
辑 中 的 重 言 式 ， 都 可 以 证 明 是 命题 演算 系统 中 的 
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形式 定理 ， 那 么 这 个 演算 是 完备 的 ; 反之 ， 如 果 
存在 某 些 命题 逻辑 中 的 重 言 式 ， 不 能 证 明 是 命题 
演算 中 的 定理 ， 那 么 这 个 演算 不 是 完备 的 ， 完 备 
还 是 不 完备 是 构造 逻辑 演算 系统 的 另 一 十 分 重要 
的 标志 ， 可 靠 性 是 逻辑 系统 性 能 优 劣 的 反映 ， 具 
有 可 靠 性 的 逻辑 系统 性 能 是 优良 的 ;完备 性 是 逻 
辑 系统 功能 强 弱 的 反映 ， 具 有 完备 性 的 逻辑 系统 
功能 是 完备 的 ， 我 们 在 构造 形式 系统 去 反映 逻辑 
演算 时 ， 力 求 达到 可 靠 和 完备 ， 这 里 可 以 明确 地 
说 ,我 们 已 经 构造 的 命题 演算 系统 工 , 它 既 是 可 千 
的 又 是 完备 的 .以 下 我 们 将 证 明 工 的 可 靠 性 定理 
和 完备 性 定理 ， 可 靠 性 定理 的 证 明 比 较 简单 ， 完 
备 性 定理 的 证 明 要 复杂 得 多 . 

定义 2. 4 系统 中 的 一 个 赋值 是 一 个 函数 
v, v 的 定义 域 是 工 中 的 一 切合 式 公 式 集 , 值 域 是 
(T, F}, WL 中 任意 公式 4、B， 满 足 

(1) v (A) =a (CD A) 

(2) v (A>B) =F, 4H1N%4, v (A) =T 
和 vw (B) = 天 .这 里 的 赋值 说 得 通俗 一 点 就 是 对 
中 的 每 一 合式 公式 , 赋 以 一 个 真 、 假 值 . 原来 对 
命题 变 元 pir poner 所 作 的 真 值 指派 ， 能 使 得 工 
中 的 每 个 合式 公式 取 人 ,下 之 一 . 可 见 真 值 指 派 是 
满足 条 件 (1)、(2) 的 一 个 赋值 . | 

定义 2. 5 工 中 的 一 个 公式 4 是 重 言 式 , 当 
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且 仅 当 ， 对 每 一 赋值 v,，v (A) sT. 
在 证 明 可 靠 性 定理 前 ， 先 证 一 条 引 理 . 
引 理 2. 6 令 4、 刀 为 工 中 的 任意 公式 ， 如 
RAM 4-~> 刀 是 重 言 式 ， 那 么 妃 也 是 重 言 式 . 
证 | 
假设 : 4 和 4 一 B RE EK, 而 B 不 是 重 言 
A. 那么 必定 存在 一 个 对 出 现在 公式 4 和 B 中 的 
命题 变 元 的 一 个 真 值 指 派 ， 使 得 B 的 真 值 为 Ff. 
但 是 , 由 于 4 是 重 言 式 , 当然 对 任何 真 值 指派 , 4 
ARE T. 此 时 ,这 个 真 值 指派 却 使 公式 4 一 B 取 
值 为 F. 这 和 A 一 B 是 重 言 式 的 假设 是 芽 盾 的 . A 
此 ，B VEERA O 
可 靠 性 定理 ”系统 工 中 的 每 一 定理 都 是 重 
证 | 
S 4 是 工 中 的 定理 ， 当 然 存 在 工 中 对 4 的 
一 个 证 明 ， 假 设 该 证 明 是 由 个 公式 组 成 的 一 个 
序列 .现在 对 n 应 用 数学 归纳 法 来 证 明定 理 . 
归纳 基础 : 
n=1 H}, 即 4 在 亏 中 的 证 明 只 有 一 个 公式 . 
显然 4 必 为 三 个 公理 (Li), (LZ), (L) 之 一 . Ñ 
过 构造 真 值 表 ， 可 以 证 明 它 们 都 是 重 言 式 ， 
归纳 步骤 . | | | 
假设 工 中 ， 其 证 明 序列 小 于 mn 的 所 有 定理 都 
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EARRA, 要 求 推出 工 中 证 明 序 列 为 的 定理 也 
是 重 言 式 . MES 4 的 证 明 序列 为 x， 即 证 明 序 
列 中 的 第 ”个 公式 就 是 4， 此 时 可 能 有 几 种 情 
况 ， | 

情况 1: 4 是 公理 ， 此 时 4 当然 是 重 言 
R. | 

情况 2: 4 由 证 明 序列 中 在 前 的 两 个 公式 , 通 
it MP 推 得 ， 此 时， 在 前 的 两 个 公式 必 为 : BAL 
B>A. 因为 它们 在 A 的 前 面 , 当然 对 已 和 BSA 
所 作 的 证 明 序 列 ， 是 小 于 的， 根据 归纳 假设 它 
们 都 是 重 言 式 , MBA B->4 为 重 言 式 ， 再 根据 
引 理 2，6，4 也 是 重 言 式 . 

所 以 根据 数学 归纳 法 原则 ，L 中 的 每 一 定理 
都 是 重 言 式 ， 口 ] 四 

定义 2.7 一 个 形式 系统 是 一 致 的 ， 当 且 仅 
当 , 对 系统 中 的 任何 合式 公式 4,4 和 -~ A 不 能 都 
是 工 的 定理 . | 

显然 , 如 果 一 个 系统 中 , 能 找到 某 个 公式 A. 
使 得 系统 既 能 证 明 A, 又 能 证 明 - A. 这 就 达到 了 
逻辑 矛盾 ， 一 个 系统 ， 不 论 是 明显 地 还 是 隐 含 地 
含有 这 样 的 逻辑 矛盾 ， 它 就 是 不 一 致 的 ， 一 致 性 
和 可 靠 性 都 是 反映 演算 系统 性 能 的 ， 它 们 是 对 同 
一 个 问题 的 不 同 角度 的 反映 ， 以 下 我 们 通过 运用 
区 的 可 靠 性 定理 ， 来 证 明 工 的 一 致 性 定理 . 
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一 致 性 定理 ”命题 演算 系统 工 是 一 致 的 . 即 
对 工 中 任 一 公式 , 4 和 ~ A 不 能 都 是 演算 工 中 的 
定理 ， 

对 于 命题 演算 工 中 的 任意 公式 A 来 说 , 有 时 
可 能 出 现 这 样 的 情况 ,4 和 5 A 都 不 是 重 言 式 . 例 
如 

(p>q) 

1 >Q) 

但 是 ，A 和 5” 4 同时 是 重 言 式 的 情况 是 不 可 
能 出 现 的 . 因为 如 果 A 是 重 言 式 , 即 常 真 ,~ 4 一 
定常 假 , 是 矛盾 式 . 反之 , WR 4 是 重 言 式 , 常 
真 ，4 一 定常 假 ， 是 矛盾 式 . 

根据 可 靠 性 定理 知道 只 有 重 言 式 , 才 是 工 的 
”定理 . MANA 4 不 能 同时 是 重 言 式 ， 就 是 说 4 
和 ~ A 不 能 同时 是 工 的 定理 . 可 见 命题 演算 系统 
L 是 一 致 的 . 口 

为 证 明 完 备 性 定理 ， 我 们 需要 引进 扩充 、 完 
全 性 等 概念 、 和 一 些 定理 作 准 备 . 

定义 2.8 形式 系统 Lx 是 工 的 一 个 扩充 ， 
当 上 且 仅 当 , Lx 是 一 个 通过 改变 和 扩大 工 的 公理 
集 而 得 的 形式 系统 , 并 且 使 得 工 的 所 有 定理 保持 
为 Lx 的 定理 . 

由 这 个 定义 知道 作为 扩充 的 形式 系统 艺 *， 
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尽管 公理 集 可 以 和 工 不 一 样 ， 但 是 它 的 定理 要 比 
了 的 定理 多 ， 至 少 要 一 样 . 
其 次 , 我 们 根据 定义 知道 工 也 可 以 看 作 是 自 
身 的 一 个 扩充 . 
我 们 可 以 看 一 个 例子 ， 系统 虐 有 三 个 公理 
(Li), a) 和 L), SRNA 
(L;’) ( (| A>B) > ( (" A>B) 一 4)) 
去 替换 (L), 可 以 得 到 一 个 新 的 形式 系统 L'. 可 
以 证 明 L 保持 了 工 中 的 一 切 定 理 , 所 以 L' Ze L 
的 一 个 扩充 . 
以 后 我 们 将 会 看 到 , 工 的 一 个 扩充 和 工 可 以 
没有 共同 的 公理 . 
没有 什么 困难 ， 我 们 可 以 把 一 致 性 的 定义 和 
判定 定理 推广 到 工 的 任意 扩充 ， 如 
定义 2. 9 工 的 一 个 扩充 是 一 致 的 : 当 且 仅 
当 ， 对 工 中 的 任何 公式 4，4 和 = 4 不 能 都 是 扩 
充 的 定理 ， 
定理 2. 10 令 工 * 是 也 的 一 致 扩充 , 4 是 二 
的 合式 公式 且 不 是 工 * HEH. 如果 现在 再 构造 
工 的 扩充 Lx *， 它 通过 对 工 * 补 加 GA) 作为 
新 公理 而 得 到 ， 那 么 Lx * 也 是 一 致 的 . 
时 
”我 们 应 用 反 证 法 证 明 此 定理 ， 思 路 是 假设 
Lx x 不 一 致 ,并 据 之 导致 蔬 盾 ， 从 而 证 明 Lx * 
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是 一 致 的 . 

令 4 为 工 中 的 一 个 合式 公式 , 但 不 是 Lx 的 
EH. 工 * * 为 如 上 所 述 的 构造 , 假设 Lx * 不 一 
致 ， 那 么 ， 一 定 存 在 茶 个 公式 B， 使 得 


+ B HE (| B) 
Lx x Lx x 


FA 
Lx * 


Le * 是 Lx 的 扩充 ,它们 不 同 处 在 于 Lx * 有 新 
公理 A), 当然 (mm 4) 是 Lx x 中 的 定理 , 但 
是 GA 不 是 L* 的 定理 . 可 见 上 式 是 等 价 
于 
GQ A) FA 
Lx 


根据 演绎 定理 ， 可 以 写成 
( (4 A) +A) 


HFT. 
EC CGA) >A) >A) 
L 


也 是 元 * 中 的 定理 ， 即 有 
t CCAA) >A) >A) 
Lx 


通过 分 离 规则 MP, MA 


H-A 
Lx 
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这 和 合式 公式 4 不 是 Lx 中 的 定理 矛盾 ， 应 该 否 
ELX x 不一致 的 假设 ,所 以 Lx * 是 一 致 的 . CI 

注意 , 这 样 的 一 致 扩充 可 以 一 次 一 次 的 作 下 去 ， 
是 否 这 样 的 扩充 可 以 无 限制 的 做 下 去 呢 ?” 下 面 的 定 
理 将 对 此 作出 回答 ,. 一 致 的 扩充 是 有 限制 的 . 

定义 2. 11 工 的 一 个 扩充 是 完全 的 , 当 且 仅 
当 ， 对 于 每 一 个 合式 公式 4, MAA 或 者 G A) 
是 扩充 的 定理 . 

显然 ， 这 里 也 包含 了 工本 身 完全 性 的 定义 . 
我 们 马上 可 以 告诉 读者 , 命题 演算 形式 系统 工 是 
不 完全 的 . 例如 ,PP 是 的 一 个 工人 合式 公式 ,了 PP 也 
E, 但 是 它们 都 不 是 工 的 定理 . 

另外 要 注意 工 的 不 一 致 扩充 一 定 是 完全 的 . 
因为 对 不 一 致 扩充 来 说 ， A 它们 
的 定理 . 

定理 2. 12 令 Lx 是 工 的 一 致 扩充 ,那么 存 
在 工 * 的 一 个 一 致 完全 的 扩充 . 

UE . 
证 明 大 体 分 四 步 : 首先 列 出 工 的 一 切合 式 公 
式 ， 并 据 以 构造 扩充 J,， 其 次 构造 J， 然 后 证 明 
扩充 J 的 一 致 性 和 完全 性 . 

首先 把 系统 工 中 的 一 切合 式 公 式 ， 设 法 用 目 
然 数 编号 ， 排 成 序列 : 
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Áps Äis A,， see eee 
通过 集合 论 的 方法 , 可 以 做 到 这 一 点 , X Le 
补 加 新 公理 ， 构 造 扩 充 序列 

Jos Jis djs seeees 
具体 作法 是 这 样 的 : 


F Ao: 4> J, =J 
如 果 不 能 
FF Abs 
那么 对 Jo 补 加 新 公理 (4 Ay), SI J. 


一 般 地 可 以 从 J,-1 构 造 J, 1): 如 果 
jb Ans 那么 a a 


如 果 不 能 
Ån: 


=1 


PIENE _1 补 加 新 公理 G A1), 得 到 J, 显然 由 
此 方法 构造 的 Ja 一 定 是 一 i 这 可 以 用 数学 
归纳 法 证 明 : 

归纳 基础 : 当 n=0 n 7。 就 是 L* ， 当 然 是 
一 致 的 . 

JAAR: 现在 归纳 假设 J ,是 一致 的 ， 证 
A J 也 一 致 ， 这 一 点 由 定理 2. 10 保证 . 

ae 


其 次 , 我们 来 构造 J， 它 以 一 切 J 的 公理 为 
公理 , WEL 的 一 个 扩充 . 下 面 就 是 去 证 明 ,y 的 
一 致 性 和 完全 性 . 
| J 是 一 致 的 . 这 一 点 我 们 用 反 证 法 来 证 . 先 
假定 7 不一致, 然后 导出 矛盾 ， 从 而 证 明 J 的 一 
致 性 . | 

假设 了 不 一 致 ,那么 必 存 在 一 合式 公式 4 ,使 


-œ 
4m 


FA zia (4 A). 
注意 , 当 写 出 J 中 4A 和 G A) 的 证 明 序列 时 , 它 
们 的 公式 一 定 是 有 限 数目 ， 因 此 ， 每 个 证 明 只 用 
到 ,7 的 公理 的 一 部 分 ， 即 用 到 有 限 个 公理 . 根据 
本 的 构成 ,这 些 公理 中 的 每 一 个 ,必定 属于 JoJ» 
Jas ety Ins HI, 取 为 足够 大 的 扩充 ， 
就 能 含有 证 明 序列 中 用 到 的 全 部 公理 . 因此 有 

FA 且 上 (4 A). 

这 和 J 的 一 致 性 矛盾 . 所 以 我 们 就 证 明了 J 的 
— BYE. 

JRSM. MES 4 是 任意 的 合式 公式 ， 
当然 它 必定 是 序列 : A Ary Any … 中 的 一 个 . 例 
如 是 A 如 果 

PA 
那么 ， 当 然 有 
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k As 
如 果 不 能 

FA 
那么 ， 根 据 J ,的 构造 ， 必 有 上 y+ G A) 

当然 有 

F (4 A) 

所 以 ， 在 任何 情况 下 ， 我 们 总 有 上 A 或 上 
(A). AW Be LO | 

此 定理 可 称 一 致 完全 扩充 存在 定理 . CRH 
了 的 一 致 扩充 是 有 限制 的 ，J 是 工 的 最 大 一 致 扩 
充 . 因为 对 于 工 中 的 任意 公式 4, MRA 不 是 J 
的 定理 ,~ 4 必定 是 J 的 定理 ， 因 此 如 果 再 通过 
AA 4 为 新 公理 ， 得 到 的 扩充 仍然 是 J. 

现在 我 们 来 证 明 工 的 扩充 中 赋值 的 存在 定 
E, 这 个 定理 证 好 后 ， 马 上 就 可 得 出 工 的 完备 性 
EAR . 

定理 2.13 MRL ELH MPH, 那么 
存在 一 个 赋值 ， 使 得 L* 中 的 定理 取 值 为 7. 

证 

首先 我 们 来 定义 一 个 函数 册 它 的 定义 域 由 世 
中 的 一 切合 式 公式 组 成 ， 值 域 为 (T, F}. 

v (A) =T, v QA) =F, EA 

v (A) =F, v QA) 5T, “E GA) 
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这 里 的 了 是 上 面 定理 中 构造 的 工 的 一 致 完全 扩 
充 . 由 于 J 是 完全 的 ， 它 保证 了 wv 对 一 切合 式 公 
式 都 是 有 意义 的 . | | 
现在， 我 们 来 证 明 函 数 v 满足 赋值 定义 中 的 
两 个 条 件 (1) v_ (A) =4 GA) 
(2) v (A>B) =F, EH, v (A) =T 
和 wv (B) =F 
先 证 满足 条 件 (1) . 由 于 J 是 一 致 的 ， 所 以 
对 任意 合式 公式 4，4 和 -5 4 不 能 都 是 J 的 定 ， 
理 . 又 考虑 到 J 是 完全 的 .4 和 5 AH, DEA 
一 是 的 定理 . 也 就 是 说 ， 对 任意 4 
FA 和 F (HA) 
有 且 仅 有 一 式 成 立 . MRE 4， 此 时 有 
v (A) =T, v Q A) =F 
当然 ， 
=v CA) =4 (A) 
如 采 上 ( A), RA 
v (A) =F, v GA) =T 
必 有 
u (A) =40 (A) 
现在 再 证 满足 条 件 (2) 
首先 设 v (A) =T, v (B) =F, 求证 vo (A 
>B) =F. 我们 用 反 证 法 证 明 . itv (A>B) = 
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T, Riv 定义 有 

FA, k (WB) 和 上 (A+B) 

由 上 4 和 上 (4->B)， 通 过 MP 可 得 : FB 

这 和 上 G B) FE. 可 见 假设 v (A>B) = 
TT 不 能 成 立 ， 所 以 v (A>B) =F. 

Hiv (A>B) =F, 求证 vo (A) =T Ko 
(B) =F. 也 用 反 证 法 证 明 . Riz vu (A) =F, 或 
v (B) =T, 根据 4 的 定义 有 : 

上 (7 (A>B)) + (9 AD, REB E 
(Li) 得 

F (4 A> (4 B>- A)) 

也 由 (L) 得 

E (B> (A>B)) 

由 F (4 A> (4 Boj ADA F (= A), ict MP 
得 


(4 B->-4 A) 
或 者 由 上 (B>A->B)) 和 FB, 通过 MP 得 
F (AB) 


而 通过 对 上 (1 B- AD 和 (Ly) 上 CG BO 
~ B) > (A>B)) 用 MP， 也 可 得 
上 (A+B) 
这 和 vw (A>B) =F FG. 可 见 假 设 v (A) =F, 
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Kv (B) =T 都 不 能 成 立 ， 所 以 w CA) =T, H 
v (B) =F. 

至 此 ,我 们 已 经 证 明了 "确实 是 一 个 赋值 , 现 
在 令 4 为 Lx 的 定理 . 因为 了 是 工 x* 的 一 个 扩 
充 ， 显 然 有 

FA 
A v (A) =T] 

完备 性 定理 如 果 工 中 的 合式 公式 4 是 重 
言 的 ， ARAL A. 

证 

令 工 中 的 合式 公式 4 是 重 言 的 , 我们 用 反 证 
法 ， 假 设 4 不 是 工 的 定理 . 那么 由 工 通 过 补 加 
(4 A) 为 新 公理 得 到 了 扩充 工 * ,根据 定理 2. 10 
Lx 是 一 致 的 . 根据 上 面 一 致 扩充 赋值 存在 定 

一 定 存在 一 个 赋值 v, 使 得 Lx 的 定理 都 取 值 
T, AA 

v (4 A) =T 
但 是 ， 考 虑 到 4 是 重 言 式 ， 它 对 任何 赋值 都 取 值 
了 T， 因 此 对 赋值 来 说 ， 也 有 

v (A) =T | 
这 样 就 有 了 矛盾 . 可 见 假设 4 不 是 工 的 定理 不 
能 成 立 ， 所 以 

A 
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至 此 ,我 们 已 经 证 明了 命题 演算 形式 系统 工 ， 
既是 可 靠 的 又 是 完备 的 ， 我 们 曾经 说 过 用 形式 系 
统 反 映 逻 辑 体系 时 ,其 性 能 优 劣 的 标志 是 可 靠 性 ， 
其 功能 强 弱 的 标志 是 完备 性 . 现在 二 既 是 可 靠 
的 又 是 完备 的 ,所 以 应 该 说 它 是 一 个 性 能 优良 , 功 
能 完备 的 形式 系统 . 

命题 演算 工 是 可 靠 的 , 是 指 五 中 的 定理 都 是 
重 言 式 ; L 是 完备 的 是 指 重 言 式 都 是 工 中 的 定 
理 ， 笛 卡尔 创立 解析 几何 学 ， 在 代数 和 几何 学 之 
间架 起 桥梁 ， 既 可 通过 数 来 研究 形 ， 又 可 通过 形 
来 研究 数 . 可 靠 性 、 完 备 性 定理 也 起 到 了 这 样 的 
作用 , EAS L 中 的 定理 和 重 言 式 之 间架 起 了 桥 
梁 , 使 得 既 能 通过 对 重 言 式 的 研究 加 深 认识 工 中 
的 定理 ; 又 能 通过 工 中 定理 的 研究 加 深 对 重 言 式 
的 理解 . 更 进一步 说 ， 系 统 中 的 定理 是 形式 推演 
的 结果 ， 是 形式 的 ， 重 言 式 说 的 是 符号 表达 式 的 
意义 ， 涉 及 到 内 容 ， 可 靠 性 、 完 备 性 的 确立 建立 
了 形式 和 意义 、 形 式 和 内 容 之 间 的 联系 ， 为 深入 
理解 这 些 范 畴 之 间 的 辩证 联系 创造 了 条 件 . 


2. 谓词 逻辑 


前 面 已 经 说 到 过 谓词 逻辑 也 是 逻辑 学 的 基础 
部 分 ， 它 与 他 题 钦 辑 不 一 样 ， 不 是 以 命题 为 基本 
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形式 ， 而 把 命题 再 作 分 析 . 谓词 逻辑 的 特征 ， 是 
对 简单 命题 再 加 以 分 析 ， 分 别 其 主 词 、 谓 词 ， 考 
虑 量词 的 全 称 和 存在 ,区 分 一 般 和 个 别 . 此 后 ,可 
以 总 结 出 它们 的 形式 结构 ， 再 通过 研究 这 些 形 式 
结构 的 逻辑 性 质 , 以 及 形式 结构 间 的 逻辑 关系 ,从 
而 导出 相应 的 逻辑 规律 ， 这 些 就 构成 了 谓词 逻 
辑 . 谓词 逻辑 中 的 命题 形式 ， 推 理 形 式 和 量词 的 
特征 密切 相 联 ， 因 此 ， 它 又 称 为 量词 逻辑 . 

普通 人 逻辑 中 的 假 言 推理 、 选 言 推理 、 联 言 推 
理 、 二 难 推理 、 关 系 推理 以 及 某 些 三 段 论 ， 可 以 
用 命题 逻辑 处 理 . 因为 谓词 逻辑 包括 了 命题 逻 
辑 ， 当 然 它 也 能 处 理 上 述 推理 . 此 外 ， 谓 词 逻辑 
还 能 处 理 命题 逻辑 不 能 处 理 的 推理 ,如 换 质 法 , 换 
位 法 , 换 质 换 位 法 , 三 段 论 , 依据 “逻辑 方 阵 ” 的 
直接 推理 等 等 . 正 因为 谓词 逻辑 包括 了 古典 形式 
逻辑 中 的 直接 推理 和 三 段 论 ， 所 以 在 亚 里 士 多 德 
的 著作 中 ， 就 已 经 有 了 较 多 的 研究 . 斯 多 万 学 派 
和 中 世纪 逻辑 学 家 ， 分别 对 谓词 逻辑 的 研究 也 作 
出 过 一 些 推进 ， 尽 管 比 起 他 们 在 命题 逻辑 方面 的 
贡献 要 逊色 . 直到 弗 雷 格 和 罗素 ， 才 建立 起 了 公 
理化 、 形 式 化 的 谓词 逻辑 ， 即 谓词 演算 . 

考虑 到 谓词 逻辑 中 的 命题 形式 ,包括 了 词 项 ， 
因而 用 原来 命题 逻辑 中 的 符号 来 表述 谓词 逻辑 已 
不 甫 应 用 ， 为 此 要 引进 个 体 词 、 谓 词 、 量 词 等 新 
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符号 ， 这 样 才能 构造 出 能 用 以 表述 谓词 逻辑 的 形 
式 语 言 . 以 下 逐步 介绍 主 词 、 谓 词 、 量 词 及 其 符 
号 表示 . 

所 谓 主 词 是 命题 中 表示 思维 对 象 的 词 项 . 如 

爱 因 斯 坦 是 最 伟大 的 现代 物理 学 家 . 

其 中 专 名 爱 因 斯 坦 就 是 主 词 . 又 如 

”小 明和 人 霞 妹 是 一 对 夫妻 . 
其 中 专 名 小 明 、 霞 妹 都 是 个 体 词 . 4Ha, b,c 
别 表 示爱 因 斯 坦 ， 小 明 、 霞 妹 时 ， 上 述 命题 可 以 
与 成 : 

a 是 最 伟大 的 现代 物理 学 家 . 

和 “是 一 对 夫妻 . 
上 面 提 到 的 “最 伟大 的 现代 物理 学 家 ” 称 为 摹 状 
词 ， 它 反映 某 一 特定 事物 某 方面 的 特征 ， 通 过 对 
于 特征 的 描述 而 指称 该 事物 . PER a 
称 为 个 体 和 党 项 ( 即 个 体 常 元 . 上 面 说 到 的 ‘a’, 
‘5 “c’, “RAW IB’, ‘RA’. ER, 最 伟 
大 的 现代 物理 学 家 ”都 是 常 项 . 

aai CET) 是 能 够 表示 某 类 特定 事物 中 
的 任 一 个 的 词 项 , 一 般 用 zy 表示. 对 某 一 变 项 


来 蒋 ， 它 所 相对 的 某 类 事物 是 确定 的 ， 但 是 变 项 ` 


到 底 表 示 该 类 事物 中 的 那 一 个 是 不 确定 的 . 变 项 

的 语法 功能 类 似 于 日 常 语言 中 代词 和 普通 名 词 的 

功能 . 变 项 的 逻辑 功能 是 它 能 作为 同 异 的 标志 ， 
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它 能 表示 形式 结构 . 

至 今 我 们 已 经 考察 过 三 种 指称 个 体 的 词 项 ， 
专 有 名 词 ， 摹 状 词 和 变 项 . 现在 我 们 把 它们 都 称 
为 项 ， 并 且 对 项 作 一 定义 . 一 个 项 是 一 语言 表达 


Ao CRAY, RARE MAR, REAA 


KRARPMEAREL. BRASH, RR 
一 个 对 象 的 名 称 或 摹 状 词 . 上述 个 体 常 项 是 项 ， 
变 项 Sx? Fl Sy? FEM, ‘x+y’? 也 是 项 ， 因 为 当 
我 们 分 别 用 “2， 和 “3 PR x? Sy? BY et 
y” 就 成 了 “2 十 3 ， 它 是 指称 数 5 的 表达 式 . 

谓词 是 表示 思维 对 象 的 属性 CER. 关系) 的 
词 . 说 得 具体 一 点 ， 谓 词 力 是 句子 或 子 句 中 的 一 
个 词 或 -- 些 词 . 大 体 可 由 几 种 方式 构成 :单独 一 
个 动词 ;一 个 动词 加 上 一 个 副词 或 加 上 一 个 修饰 
它 的 副词 子 句 ， 一 个 联系 动词 加 上 一 个 名 词 或 一 
个 形容 词 . 例如 HO. WER, EU, 
“是 脾气 不 好 的 ， 都 是 谓词 的 例子 . 需要 注意 的 
是 ， 在 逻辑 中 ， 我 们 并 不 根据 构成 谓词 的 语法 成 
分 来 区 分 谓词 . 事实 上 ， 甚 至 也 没有 给 副词 、 形 
容 词 以 任何 地 位 . 我 们 通常 用 大 写 拉丁 字母 表示 
”谓词 ， 对 副词 等 根本 不 给 任何 符号 . 这 样 做 ， 一 
般 已 经 够 用 了 . 例如 当 用 符号 P 表示 谓词 “是 最 
伟大 的 现代 物理 学 家 ”时 ， 语句“ 爱 因 斯 坦 是 最 
伟大 的 现代 物理 学 家 ”， 就 可 用 符号 写成 
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P (a) 

当 用 G 表示 谓词 “是 一 对 夫妻 ”时 , 语句“ 小明 
和 霞 妹 是 一 对 夫妻 ”可 以 写成 

G (b, c) 

P 表示 一 个 对 象 的 性 质 , 所 以 称 它 为 1 元 谓词 , G 
表示 两 个 对 象 的 一 个 关系 ,所 以 称 它 为 2 元 谓词 ， 
RETA e MES BRAY 0 TU 亦 
称 n 项 、n 目 谓 词 . 

量词 是 命题 中 表示 数量 的 词 . 有 全 称 量词 、 
存在 量词 两 种 . 全 称 量词 相当 于 自然 语言 中 由 
一 切 ?，“ 所 有 ”，“ 凡 ”等 . 例如 在 命题 : 

凡事 物 都 是 变化 的 
中 ，‘ 凡 ”是 全 称 量词 . 命题 

对 任 一 事物 而 言 ， 它 都 是 变化 的 - 

当 用 (Y z) 表示 “对 任 一 事物 而 言 HR 
表示 谓词 “是 变化 的 ”， 上 上 述 信 题 就 可 用 得 了 与 成 
(Vax) R (x) 
命题 

每 一 个 人 都 是 工人 
相当 于 

对 每 一 事物 而 言 ， 如 果 他 是 人 ， 那么 他 是 工 
A. HA Vr 表示 “对 每 一 事物 而 言 ”, 用 M、 
”三 分 别 表 示 “ 是 人 ”“ 是 工人 ”. 可 用 符号 把 上 述 
， 命 题写 成 : 
ai » 


(Ya) (M (x) >W (rz)) 
考虑 到 zz 没有 专门 意义 ， 也 可 写成 
Vy M (y) >W (y)) 
要 注意 上 述 两 全 称 命题 的 有 差别 的 符号 表示 . 其 
原因 在 于 论 域 的 确定 . | 
存在 量词 相当 于 自然 语言 中 “有 的 ”、“ 有 ”， 
“至 少 有 一 ”等 . 在 命题 “有 的 事物 是 有 新 陈 代谢 
的 ”. p, “有 的 ”是 存在 量词 ， 当 用 (3 X) 表 
R “有 的 事物 ”， 用 P 表示 谓词 “是 有 新 陈 代谢 
Hy? 
上 述 可 用 符号 写成 
(Fa r Ae) | 
量词 的 作用 主要 有 两 方面 ， 一 是 可 以 区 分 变 项 
的 自由 和 约束 ;一 是 表达 谓词 逻辑 中 的 各 种 命题 形 
st. 变 元 有 自由 和 约束 之 分 ， 我 们 看 命题 函数 . 
xr—3=0 
中 的 zx 是 自由 变 元 , 它们 不 受 量词 约束 . 当 我 们 
以 特定 的 值 蔡 换 后 ,就 得 到 一 个 有 真 假 值 的 命题 . 
例如 ， 当 以 “3” 替换 “z” 后 得 一 真 命题 . 
gS | 
此 时 , 把 前 述 表达 式 看 成 是 自 变 元 为 c, 函数 值 为 
命题 的 真 假 的 函数 表达 式 是 可 以 的 . 约束 变 元 是 
被 量词 约束 的 变 元 , 如 上 列 Y xz) R (zx) 中 两 个 
r 都 是 约束 变 元 . 显然 ， 当 对 命题 函数 中 的 所 有 
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自由 变 元 都 以 个 体 常 项 替换 ,或 都 加 量词 约束 时 ， 
命题 函数 将 成 为 命题 

在 谓词 逻辑 中 ， 由 于 对 命题 还 要 作 分 析 ， 因 
此 命题 形式 除 包括 原来 符号 外 ,还 涉及 个 体 词 . 谓 
词 、 量 词 符 号 . 现 将 常见 的 几 个 命题 形式 例 举 如 
F: 

单 称 命题 形式 ,不 含量 词 的 单 称 命题 形式 ,都 
可 以 分 析 为 两 类 因素 : 个 体 词 和 谓词 . 例如 ， 当 
FA ay b,c 表示 个 体 常 元 , +、y、z 表示 个 体 变 元 ， 
P、Q、R 分 别 表示 1 元 ，2 元 ，3 元 谓词 时 ， 

P (a), P (z); Q ©, c), R (as y, z) 
都 是 单 称 命题 形式 . 

古典 逻辑 中 的 A、E、IT、O 可 以 用 符号 分 别 
写成 

A: (Wax) G (x) >P (x)) 

E; Wa) (S$ r) 一 P Cx) 

I: Gx) (S (zx) AP @)) 

O: (da) (S (z) AaqaP @) 
表示 全 称 或 存在 命题 的 表达 式 称 为 量化 式 .以 下 
为 量化 式 的 否定 式 : 

— Yz) F (x 

5 Gx) Wy RG, y) 
以 下 为 否定 式 的 量化 式 : 

(Vx) 4 F (x) 
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Gr) (Vy) AR (z, y) 
注意 两 者 的 区 别 ， 在 于 否定 符号 4 ”放置 在 式 中 
的 位 置 . 

以 上 列举 了 谓词 逻辑 中 的 命题 形式 ， 与 命题 
逻辑 相仿 ， 可 以 写 出 谓词 逻辑 中 的 推理 形式 ， 它 
也 是 命题 形式 的 一 个 有 限 序列 . 由 于 谓词 逻辑 中 
的 命题 形式 比 命题 逻辑 中 的 要 复杂 、 丰 富 得 多 , 因 
而 包含 的 推理 形式 也 要 复杂 、 丰 富 得 多 . 这 里 只 
能 举 个 别 的 例 : 古典 逻辑 中 全 称 否 定 命题 的 换 位 ， 
其 符号 表达 式 可 以 写成 


(Wa) (S (x) >q P (x)) 
(Vax) (P (4) 25S (2)) 


三 段 论 第 一 格 444 式 ， 可 以 写成 
(V z) (M (x) >P (x)) 


Va) (S @ >M (x)) 
(V z) (S (t) >P (7z)). 


为 建立 完全 形式 化 的 谓词 逻辑 ， 即 谓词 演算 ， 对 
所 需 的 与 刻 划 命题 逻辑 的 形式 语言 不 同 的 一 阶 形 
式 语言 ， 要 作 一 些 介绍 . 

首先 ， 我 们 的 语言 应 该 能 表述 推演 中 涉及 的 
一 切 个 体 ， 即 要 能 表达 个 体 域 中 的 每 个 个 体 常 元 
和 个 体 变 元 . 个 体 常 元 一 般 用 加 下 标的 小 写字 和 母 
表示 . 个 体 变 元 用 加 下 标的 小 写字 母 
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表示 . 为 了 表达 一 般 的 词 项 ， 还 需 一 种 能 表达 诸 
如 r 区 中 最 胖 的 人 ”，' 自 然 数 1 的 后 继 ”，“z? 十 
一 4” 这 样 一 些 词 项 中 “最 胖 的 *， ‘后 继 ”， 
‘十 ”，‘ 一 ”的 符号 , 我 们 称 它们 为 函数 符号 . 我 
们 用 | 

fils fies fès fes es e. 
表示 . 上 标 表 示 函 数 的 自 变 元 个 数 ， 下 标 区 别 自 
变 元 个 数 相同 但 又 不 相同 的 函数 ， 如 St 表示 第 
Pn TORR. 

有 了 这 些 符 号 还 只 能 表示 项 ， 还 不 能 表达 命 
题 ， 为 此 需 引进 谓词 和 量词 符号 . 谓词 符号 用 

Pos Pos coos ee Pos sees tee 
ee ane 
量词 符号 分 别 用 Y 和 3 表示 

最 后 为 了 表示 复合 命题 ， 还 需 引进 命题 联结 
词 ， 我 们 沿用 命题 演算 中 的 符号 ; 


a one 
一 般 地 ， 我 们 把 一 阶 语言 Z 的 初始 符号 列 出 如 下 : 
ais Qo MERIC 
Tis Xa, 个 体 变 元 
15 firme fly Joy see, 函数 
Pes Pes eee Pe. P; seep cee 谓词 
to ” BRAW 
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y | 量词 
E | 括号 
为 完整 列 出 形式 语言 ， 还 须 写 出 它 的 形成 规 
则 ,在 命题 逻辑 中 只 需 规定 与 命题 相应 的 公式 , 因 
此 形成 规则 只 包括 合式 公式 的 定义 . 在 谓词 逻辑 
中 ， 除 需 规定 公式 的 构造 外 ， 还 需 规 定 词 项 的 构 
R. 为 此 ， 要 给 出 项 和 合式 公式 两 个 定义 . 其 中 
项 的 定义 也 是 定义 合式 公式 的 准备 . 

定义 2.14 一 阶 语言 Z 中 的 项 是 

a) 个 体 常 元 、 个 体 变 元 ， 或 

(2) fi Cis os to, HA 是 函数 符号 ; 
ts et, EL PA. : 

(3) 所 有 的 项 由 (1). (2) ÆR. 

EMS 中 的 原子 公式 是 这 样 的 一 符号 串 P 
(het), 其 中 P 是 谓词 符号 , t1，…, o 是 
L 中 的 项 . 

定义 2.15 弓 中 的 合式 公式 是 

a) Z 中 的 每 个 原子 公式 ， 或 

(2) (4 A), (A>B), Wz) A, 其 中 4、B 
ESRAR, r 是 任意 个 体 变 元 . 

(3) Z 中 的 所 有 合式 公式 由 G), (2) Æ 
成 . 

项 是 形式 语言 Z 中 的 符号 表达 式 , 它 可 以 解释 成 、 
这 样 一 些 对 象 ， 或 者 是 函数 作用 的 对 象 、 或 者 是 
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具有 某 种 属性 的 对 象 ， 或 者 是 对 它 有 所 断定 的 对 
象 . 也 就 是 说 项 可 以 解释 成 专 名 和 擎 状 词 . 原子 
公式 在 语言 中 ， 是 能 解释 为 性 质 判 断 的 最 简单 的 
语言 表达 式 . 合式 公式 的 解释 是 命题 . 

在 合式 公式 Va) AP, A 是 量词 的 辖 域 . 
也 可 以 这 样 说 ， 当 量词 后 无 括号 时 .量词 后 的 最 
短 公 式 是 辖 域 ， 如 量词 后 有 括号 ， 该 对 括号 内 的 
公式 是 量词 的 辖 域 . 我 们 说 个 体 变 元 zi 在 公式 
中 的 一 次 出 现 是 约束 的 ， 如 果 它 出 现在 量词 
(Y zi) 中 , 或 在 它 的 辖 域 中 ; 如果 变 元 的 一 次 出 
现 不 是 约束 的 ， 那 么 这 次 出 现 是 自由 的 .下面 提 
到 的 概念 ， 对 谓词 演算 中 一 些 规则 的 正确 使 用 很 
重要 . 希望 引起 注意 . SAEZ THERA 
R, 我 们 说 一 个 项 :对 4 中 的 x; 是 自由 的 , 如 果 
zi 不 自由 出 现在 公式 4 的 量词 (Y r) 的 辖 域 中 ， 

有 了 上 述 的 初始 符号 和 形成 规则 ， 再 进一步 
给 出 初始 公式 和 变形 规则 ， 我 们 就 可 得 到 完全 形 
式 化 的 谓词 演算 . 不 过 我 们 这 里 需要 中 断 一 下 ， 
竺 引进 赋值 、 满 足 、 真 、 解 释 、 模 型 等 一 系列 语 
义 概念 后 再 讲演 算 . 

把 逻辑 处 理 成 演算 ， 可 以 要 求 完全 不 提 及 符 
号 表达 式 的 意义 和 涵义 ， 但 是 这 并 不 等 于 否认 符 
号 的 意义 . 其 实 ， 对 逻辑 作 形式 的 研究 ， 到 一 定 

e 83 ə 


阶段 时 ,还 是 要 回 过 头 来 考察 一 下 符号 的 解释 , 符 
号 的 意义 ， 以 便 加 深 对 形式 符号 和 内 容 意义 之 间 
关系 的 认识 . 这 里 涉及 符号 表达 式 和 它 的 意义 之 
间 关系 的 研究 ,这 种 研究 称 为 语义 学 的 研究 . 真 、 
解释 、 模 型 等 语义 学 基本 概念 ， 就 是 这 种 研究 深 
入 的 结果 . : 

所 谓 一 种 语言 的 解释 ， 就 是 确定 该 种 语言 里 
的 符号 表达 式 怎样 同 某 个 现实 的 或 可 能 的 世界 之 
间 的 联系 . 这 里 说 的 语言 可 以 是 像 汉 语 、 英 语 那 
样 的 自然 语言 ,也 可 以 是 纪 那 样 的 人 工 制造 的 形 
式 语言 . 拿 我 们 要 用 的 语言 Z 来 说 ,给 出 的 初始 
符号 表达 式 有 七 种 ， 大 体 可 以 分 为 三 种 类 型 . 个 
体 常 元 ， 个 体 变 元 ， 函 数 ， 谓 词 符号 称 为 指 词 符 
号 ; 联结 词 、 量 词 称 为 逻辑 符号 ; 还 有 一 类 是 括 
号 . 一 语言 的 解释 ， 主 要 是 确定 语言 中 指 词 符号 
和 世界 的 联系 . 它们 随 着 所 取 的 世界 不 同 ， 可 以 
有 完全 不 同 的 意义 .逻辑 符号 和 括号 的 意义 是 不 
变 的 . 所 以 我 们 也 可 以 说 :给 出 语言 的 一 个 解释 ， 
就 是 给 出 语言 中 指 词 符号 所 指称 的 那个 世界 中 的 
对 象 . 表达 式 所 指称 的 对 象 是 表达 式 的 外 延 ， 所 
以 还 可 以 说 解释 就 是 给 出 语言 中 指 词 符号 的 外 
延 . | 

语言 乡 中 的 个 体 符 号 指称 可 能 世界 中 的 某 
个 体 . 谓词 符号 指称 集合 ,1 元 谓词 指称 可 能 世 
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界 中 由 个 体 组 成 的 集合 ; 2 元 谓词 指称 由 个 体 的 
有 序 对 组 成 的 集合 ;… ee 
元 有 序 组 织 成 的 集合 . 困 数 符号 也 指称 集合 

过 是 满足 某 些 条 件 的 集合 ， ee 
的 不 同 ,指称 不 同 的 集合 . 一 旦 这 样 的 指称 确定 ， 


解释 也 就 确定 . 有 了 这 些 准备 ， 我 们 可 以 给 出 解 . 


释 的 一 般 定 义 : | 
定义 2-16 SW MER I 工 是 由 一 个 非 空 
集合 Dr; 一 组 特 指 元 素 (ay, ais sor), 一 组 定义 


在 Di 上 的 函数 Cres fea mer 5 Fes frs mg 
H) 一 组 定义 在 D; 上 的 关系 (Pr, P's em; Pe 
Př, ee; …) 一 起 组 成 的 . 


其 中 集合 Di 就 是 个 体 域 , 也 称 论 域 , 也 可 以 说 可 
能 世界 ， 即 一 种 世界 可 能 的 存在 方式 . 在 日 常 谈 
话 中 ， 通 常 可 用 场合 、 情 况 等 词 . 例如 《红楼 
梦 》 所 搞 绘 的 小 说 中 的 世界 就 是 一 种 可 能 世界 . 
特 指 元 素 是 个 体 域 中 一 些 特定 的 成 员 , 它们 是 Z 
中 个 体 常 元 的 指称 对 象 、 外 延 ， 类似 地 ， 这 里 所 
说 定义 在 Di 上 的 函数 和 关系 ,是 乡 中 函数 符号 
和 谓词 符号 的 指称 对 象 . 注意 ， 同一 个 形式 语言 ， 
可 以 有 实质 上 不 同 的 解释 . 

在 前 面 给 出 的 解释 定义 中 ， 只 是 原则 上 给 出 
SHES 中 各 类 符号 的 指称 对 象 . 对 和 中 的 项 
并 没有 指定 确定 的 对 象 ,只 有 当 对 Z 中 的 每 个 项 
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都 指定 确定 的 对 象 后 ， 也 就 是 赋 于 每 个 项 以 确定 
的 值 后 ,才能 为 确定 一 阶 语言 中 的 一 切 公式 的 真 、 
假 提供 条 件 . 

定义 2.17 在 解释 I 中 的 一 个 赋值 是 一 个 满 
足 条 件 (1)、(2) 的 一 个 函数 wv, 它 的 定义 域 是 经 
中 的 项 集合 ， 值 域 是 Dr. 

d) v (a;) 二 a; 对 Z 中 的 每 个 个 体 常 元 a 

Go G Go sig BP) BL w G e 

vD EP S ES PERMA t,e, 
ta ES 中 的 任意 项 . 

ER: 条件 (1) 表明 纪 MAM TE a 的 指 
称 对 象 是 论 域 Di 中 固定 的 个 体 ， 对 解释 I 的 各 
种 赋值 , 这 种 对 应 关系 是 不 变 的 . 条 件 (2) 表明 ， 
赋值 是 保 运算 不 变 的 ， 即 项 ，…， n 先 经 过 /7 
运算 , 然后 赋值 , SEEM SPR, t, 
的 象 之 后 ， 再 进行 产 运 算 , 所 得 结果 相同 . 条 件 
D, (D 分 别 为 常 元 w 和 任意 项 f” Go 
t) 指派 了 对 象 . 但 是 乡 中 还 有 另外 一 些 项 ， 它 
们 是 个 体 变 元 2; ,定义 并 没有 为 它们 指派 对 象 ,一 
ELA x 也 都 指派 了 对 象 时 , 纪 中 的 一 切 项 就 都 
ATR. 因此 一 旦 对 个 体 变 元 a, ce HIRT A 
v (zi), v (zz )，… 时 ， 一 个 赋值 就 完全 确定 了 . 
当然 对 zx; 可 以 指派 不 同 的 象 ， 因 而 在 同一 解释 1 
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中 可 以 有 满足 赋值 条 件 (1)、(2) 的 许多 不 同 的 
确定 的 赋值 . 下 面 介 绍 的 ;一 等 值 赋值 ,就 是 不 同 
的 赋值 的 实例 ， 并 且 它 还 有 许多 重要 应 用 . 

今 有 两 个 赋值 。，v ， 它 们 分 别 由 序列 

v (xı) =b, v Cr.) =bz; t, V (Ti) 一 Di 


v’ (z1) =b, V (rs) =bzs t, (xi) = 
b! jes 
给 定 . 它们 除 对 第 ; 个 变 元 x: 的 赋值 v(x;)， 
v 《zi) 可 以 不 同 外 ,对 所 有 其 他 变 元 zj (7 天 四 )， 
都 有 

v (Zi) =v (2;) 
我 们 就 称 " Alo! Æi SA. 或 称 v i 一 等 什 

Ti 

EN 2.18 SIBRLH-MER, AES 
中 的 一 个 合式 公式 . 工 中 的 一 个 赋值 "满足 4, 如 
果 它 归纳 地 遵循 下 列 四 条 件 : | 

D vu 满足 原子 公式 Py” Gis t), SAM 
4, PFW (th), +, v (4,)) ED PH. 

(2) "满足 (~ B)， 当 且 仅 当 ，v 不 满足 B. 
| (3) "满足 (B>C), 4AM, URE G 

B), 或 满足 CC. | 

(4) 5 满足 (CY x) B, SAMY, 每 个 ;一 等 

EF v ARE. 满足 B. 
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需要 说 明 , 公式 4 对 于 任何 赋值 v, 只 可 能 或 
者 "满足 4， 或 者 v 满足 GA), 但 不 能 两 者 都 
满足 . Z 中 的 一 个 公式 A, 如果 至 少 存 在 一 个 解 
释 中 的 一 个 赋值 满足 4， 我 们 就 称 4 是 可 满足 
的 . 下 面 准备 引进 关于 命题 (语句) 的 几 个 层次 
的 真 的 概念 . RRA. PRA. 考虑 到 可 满 
是 也 可 称 为 赋值 真 ,这 里 就 有 了 三 个 层次 的 真 , 它 
(TH AMARA. BRA, PRAM. 

定义 219 -AZ PHAR 4 对 解释 I 
真 , 当 且 仅 当 , 解释 I 中 的 每 个 赋值 都 满足 4, 此 
时 我 们 亦 称 解释 I 为 公式 4 的 模型 A 对 解释 I 
B, 当 且 仅 当 ,1 中 没有 一 个 赋值 满足 4.4 在 I 中 
真 ,我 们 用 记号 I|=4 表示 . 注意 |= 和 一样 都 
是 元 语言 中 的 记号 ,它们 不 同 处 是 + 只 涉及 形式 ， 
而 |= 却 和 符号 的 意义 公式 的 真 假 相 联 . 由 于 对 
某 个 特殊 的 公式 来 说 ， 有 可 能 存在 I 中 某 些 赋值 
满足 它 ， 某 些 赋值 不 满足 它 ， 这 样 的 公式 对 解释 
I 既 不 真 也 不 假 . 从 定义 也 可 以 知道 解释 真 比 可 
满足 要 求 高 ， 解 释 真 必 可 满足 ， 但 是 可 满足 不 必 
解释 真 . 考虑 到 同一 个 赋值 ,不 能 既 满足 4, 又 满 
E (4 A). 因此 不 可 能 存在 任何 公式 A, AM 
("J A) 结对 解释 工 真 .. 

定义 2.20 纪 中 的 一 个 公式 A 是 普遍 有 效 
H, HHRH, AEZ 的 每 一 个 解释 中 皆 真 A 
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是 : 
B. 普遍 有 效 亦 称 罗 辑 真 ， 矛 盾 式 亦 称 逮 辑 假 公 
=- 

有 一 种 特殊 的 逻辑 真 公 式 ， 我 们 在 这 里 也 称 
它 为 重 言 式 ,， 它 是 命题 逻辑 中 重 言 式 概念 的 椎 
广 .命题 逻辑 L 中 的 重 言 式 A 当 对 其 中 每 个 命 
题 变 元 都 用 LZ 中 的 一 个 公式 代入 后 ,所 得 的 公式 
4 称 为 谓词 逻辑 中 的 重 言 式 . 可 以 证 明 ， 这 种 重 
言 式 是 逻辑 真 公式 . 

定义 2.21 令 T 是 绢 的 一 组 公式 , INS 
的 一 个 解释 , 如 果 中 的 每 个 公式 都 对 解释 I 真 ， 
就 称 I 为 了 的 一 个 模型 ， 可 用 1 下 表示 . 定义 
适用 于 了 只 有 一 个 公式 的 情况 , 如 4 是 这 样 的 情 
况 , 此 时 ,I 是 A 的 模型 与 4 对 I 解释 真意 义 是 相 
同 的 . 为 以 后 应 用 方便 起 见 ， 我 们 不 加 证 明 地 罗 

性 质 1: MRE REI. SHAH 
A, (A>B) SH, AABMIBEA. | 

性 质 2: GA, (4 一 B) 普遍 有 效 , BA BW 
普遍 有 效 . 

性 质 3: SARS PHAR LES HF 
解释 , 我 们 有 : I =A, 4AM. N= (Y r A. 
其 中 心 是 经 中 的 任意 个 体 变 元 . 

性 质 4: AEZ PHAR, I 是 区 的 一 个 解 
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矛盾 的 , HRA, AES REE 


释 . 如 果 v 和 w 是 I 中 的 两 个 赋值， 并 且 对 4 中 
每 个 自由 变 元 xz;,， MAY @) =o (a), WAR 
有 :“" 满 足 4， 当 且 仅 当 ，o 满足 A. 

性 质 5: 如 果 AEZ 中 的 闭 公式 ,II 是 2 的 
一 个 解释 , 那么 , RELI =A, 或 者 I 二 GA), 
但 不 能 两 者 和 皆 成 立 . 这 里 的 闭 公式 4 是 指 4 中 
不 出 现任 何 目 由 个 体 变 元 . 

性 质 6: SA (za EZ PHAR, z: 自由 
出 现 , t 是 一 个 项 , HEA a) 中 对 xz; 自由 , B 
wu flu 是 i 一 一 等 值 的 两 个 赋 信 ， 且 

vo (x;) =v (t) 
那么 

"满足 4 O), ERA, v WEA (z). 


3. 谓词 演算 和 完备 性 定理 


谓词 演算 是 谓词 逻辑 的 形式 公理 系统 ， 可 以 
仿照 命题 演算 的 顺序 ， 对 谓词 演算 作 平行 的 讨 
论 . 下 面 介 绍 的 亩 词 演算 K 是 用 一 阶 形式 语言 
表述 的 .KK 系统 也 有 四 个 组 成 部 分 : 初始 符号 、 形 
成 规则 、 初 始 公 式 和 变形 规则 ， 前 面 两 部 分 ， 在 
介绍 一 阶 语言 Z 时 已 经 叙述 过 , 这 里 不 再 重复 ， 
下 面 给 出 后 两 部 分 ， 

初始 公式 (公理 ); 令 A, B, CES HHE 
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(Ki) (A> (B>A)) 
(K,) (A> (B>C)) > ( (A>B) > 
(4-~>C)) 

(K) (4 A>] B) > (B>A) 

(K,) (Vy) A (z) >A (4)), HPA 
i) EZ HAR, tÆ PH-TRBEA 
(zx;) PM r 自由. 

(K> (Wax) (A>B) > (A> (VY x) 
B), WR 4 不 含 变 元 zx; 的 目 由 出 现 . 

注意 , 它 和 命题 演算 一 样 , 也 是 公理 模式 , 每 
一 个 都 有 无 限 多 实例 . 

变形 规则 : 

(1) 分 离 规 则 : 即 从 4 和 (4 一 B)， 可 以 推 
得 B， 其 中 A4、B 现在 是 Z 中 的 任意 合式 公式 . 

(2) 全 称 概括 ， 即 从 A 可 推 得 (Y x;) A, 其 
中 4 为 乡 中 任意 公式 ， zx; 是 任意 个 体 变 元 . 

由 于 谓词 演算 系统 包括 了 命题 演算 工 的 所 有 初 
始 公 式 和 变形 规则 ,命题 演算 成 了 谓词 演算 的 子 系 
统 .命题 演算 的 定理 都 成 了 谓词 演算 的 定理 . 

对 证 明 演绎 .定理 .后 承 可 作 与 命题 演算 完 
全 类 同 的 定义 ,这 里 从 略 . 下 面 不 加 证 明 地 叙述 
两 条 定理 . | 

重 言 定理 MRARSMHRAR, BAA 
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是 天 的 定理 . 

演绎 定理 SABES HAR. THES 
一 组 公式 《可 能 为 空 集 ), WMR: I, A) EB, 并 
且 在 推演 中 自由 变 元 保持 不 变 , 那么 有 ;TT aS 
B. 

AU “ETE PO CRT AE”. ALTE 
“对 依赖 于 前 提 的 任何 公式 中 的 自由 变 元 ,没有 引 
用 过 全 称 概括 规则 ”. 演绎 定理 的 优点 是 显然 的 ， 
它 可 以 变 前 提 少 (一 个 Tr) 结论 复杂 (4 一 B) 的 
WR, HWEL T, A) 结论 简单 (一 个 B) 
的 推演 . 在 简化 谓词 演算 的 推演 方面 起 重要 作 
H. 

推论 ”对 Z Hae ask AL B,C A 

( {A+B}, (B>C)} + (A>C) 

定理 2.22 (全 称 限定 ) MR t HA Cr) P 
对 之 ; HH, AZ: 

(Vad Y (xz) FA Ct) 

定理 2.23 CHERI) WR tA A Co) 中 
a AH, AZ: 

A (t) (I Xi) Y Cr) 

定理 2. 24 FERES a; 为 个 体 常 元 ,有 

(dizi) A lz) FA (ci) 

以 下 介绍 系统 K 中 的 定理 ， 

. 92 。 


Piare FOV ZAAN TAA 

Tio: F (V 21) CPi Cay) Pi (a) 

Tio: K COW x) (A> BY (WN r) A> WY z) 
B)). 

Tio: FOV re) CAV B> DAVY z) 
B) 

Tios: WV x) (CA)Zzi) A BCz:))>((V x;)A 
DAN Ba) 

Tios: K COW zD A Cai) A O z) Ba) > 
(V Xi) CAC) A Bla) 

Trot FCW z) (AC) NBO) CY z) A 
AY xi) Bai) 

Tios: FV zx) CA Ca)? Bla) CY 2A 
(r) (V x) Bz)) 

Tio: KOG eV ACI MV rda V Ca) 

Tuo: FGA xq A(X) oH W Xi) AG) 

Tints Ha G rq AGI (V z) Alr) 

Taz: Ka G xr) Alr) eN zx) A(x) 

Tin t (VY 2) (A—>B)—>(3 rD A> A xB) 

Tin: F (VY x) (AeB) >G x) ACRE z) 
B) 

Tus: F(A>(Y z:)B)> (Y zx)(A—B), 其 
H ay ZEA HOR A HB. 
TEE 


Tas: FY z) (A>B)(A>(¥ 2) B); 

Tur: FF (AVY Wer) B — Wa) CAV 
B) | 

Tus: FF (Vx) (AVB) > (AV Wa) 
B) 

Tyo: FF (Vr) (AVB) e (AV Ya) 
B) 

Tio: F Wa) (ANB) © (AN Wx) 
B), P r 在 4 中 不 自由 出 现 . 

Tint § Aa) (AVB) (dz) AV 
(J z:) B) 

Ter t Ga AAD @ Ga) AN 
(4 x) B) | | 

构造 谓词 演算 系统 与 构造 命题 演算 系统 
了 一样 ,也 想 用 形式 语言 表述 的 形式 推理 ,去 反映 
用 日 常 语 言 叙 述 的 逻辑 推理 ， 它 同样 会 碰 到 可 靠 
性 与 完备 性 的 问题 . 这 里 的 可 靠 性 是 指 ， 演 算 天 
中 的 定理 都 是 普遍 有 效 的 ， 完 备 性 是 指 普遍 有 效 
ARRE K 中 的 定理 . 我 们 可 以 先 告诉 大 家 ，, 结 
论 是 一 阶 谓词 演算 天 既是 可 靠 的 ， 又 是 完备 的 . 
于 是 我 们 也 就 知道 , K 的 定理 类 和 普 衣 有效 公式 
类 是 相同 的 ，K 恰好 到 处 地 反映 了 日 常 的 推理 . 

可 靠 性 定理 对 有 和 中 的 任意 公式 4, 如 果 4 
ARK 中 的 定理 ， 那 么 ，4 是 普遍 有 效 公式 . 
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证 明 的 思路 是 这 样 的 , 先 证 系统 K 的 初始 公 
st (公理) 皆 是 普遍 有 效 公 式 ; 然后 再 证 的 变 
形 规则 具有 保 普 遍 有 效 性 ， 即 如 果 变形 前 的 公式 
普遍 有 效 ， 则 变形 后 的 公式 也 普遍 有 效 ， 考 虑 到 
此 定理 的 证 明 思 路 与 命题 演算 中 可 靠 性 定理 的 证 
明 思路 完全 雷同 ， 这 里 就 不 证 了 .又 因为 完备 性 
定理 的 证 明 ， 尽 管 和 命题 演算 中 完备 性 定理 的 证 
明 也 有 相似 之 处 ,但 它 有 许多 本 质 上 独特 的 处 理 ， 
另外 最 早 由 哥 德 尔 证 明 的 一 阶 逻辑 的 完备 性 定 
理 ， 是 数理 逻辑 基干 部 分 完成 的 标志 ， 我 们 这 时 
还 是 较 详 细 地 叙述 它 的 证 明 . 证 明 步骤 是 这 样 的 ， 
先 定 义 几 个 要 用 的 概念 ， 然 后 证 明 四 条 引 理 ， 最 
后 证 明 完备 性 定理 本 身 . 

定义 2.25 K'ÆK 的 一 个 扩充 , 当 且 仅 当 ， 
K' 是 一 个 通过 改变 和 扩大 K 的 公理 集 而 得 的 形 
式 系统 ,并 且 使 得 天 的 定理 仍 保持 为 "的 定理 . 

定义 2. 26 ”对 某 个 一 阶 语言 来 说 ,所谓 一 阶 
系统 是 指 K 的 一 个 扩充 ， 

定义 2. 27 一 阶 系统 5S. 是 一 致 的 , 如 果 不 在 
在 任何 合式 公式 A, 使 得 4 和 (J 4) BASH 
定理 . 

定义 2. 28 一 阶 系统 S 是 完全 的 ,如 果 对 于 
每 个 闭 公式 A, KELA, REE GA. 

据 此 ， 显 然 可 知 玉 是 不 完全 的 . 
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引 理 2. 29 令 S 是 一 致 的 一 阶 系统 , 4 为 一 
闭 公 式 且 不 是 S 的 定理 .如果 S* 是 通过 对 5S 补 
加 (5 A) 为 新 公理 而 得 的 扩充 , 那么 5S' 也 一 致 . 

引 理 2. 30 45 是 一 致 的 一 阶 系统 , MAS 
存在 完全 的 -一 致 扩充 . 

引 理 2，31 如 果 S 是 下 的 一 致 扩充 ， 那么 
S* 也 是 一 致 的 . 

引 理 2. 32 WMR SEK 的 一 致 扩充 ,那么 存 
EL 的 一 个 解释 ,S 的 每 个 定理 对 该 解释 皆 真 . 前 
三 个 引 理 的 证 明 比 较 简单 , 引 理 2. 32 的 证 明 十 分 复 
杂 , 但 是 它 却 又 是 完备 性 定理 证 明 的 关键 

引 理 2.29 的 证 明 ; 

应 用 反 证 法 . 假设 8$ 不一致， 推出 了 矛盾， 从 
而 推 得 S' 一 致 ， 证 明定 理 . 

设 5' 不 一 致 , 就 是 说 存在 某 个 公式 B, 使 得 
BRI GB) BAS 中 定理 ， 即 有 

k x B AE x (4 B) 
现在 看 (4 B> (B->4))， 由 于 是 重 言 式 ， 所 以 
SEK WEEE. GREK MP RS HE. H 
以 有 

k x (4 B> (B>A)) 

通过 MP, A 

F x (B->A) 


T 


再 通过 MP， 有 

m 
考虑 到 S* 中 的 一 个 证 明 也 是 S 中 以 中 4) 为 前 
提 的 一 个 演绎 ， 即 有 : 

(4 A) tA 

应 用 演绎 定理 有 : 

a =) 
HF (G 4) >A) 一 4 为 重 言 式 , 是 S 的 定理 ， 
即 

F (( (4 A) >A) >A) 
与 上 式 分 离 得 

kA 
这 和 本 引 理 的 条 件 ， ARES Ke FEAR A. 所 
以 S* 是 一 致 的 . 

引 理 2，30 的 证 明 : 

MERS L 中 的 相应 定理 的 证 明 是 一 样 的 , Soo 
是 一 致 的 且 完 全 的 . 只 需 补充 一 下 构造 S- 的 说 明 
AA, S&S 中 一 切 闭 公式 的 榴 举 为 ， 

-一 4，4，…，4，… 
我 们 如 下 构造 天 的 扩充 序列 

Ses Sis ee., Sss eee 
其 中 SoS. Xf n> hf, MRE. AW, 6S, 
AA TAF Sa-i: WR A RIL, 就 令 Sa AA 

. 97 . 


过 对 S,_1 初 加 (A,_v 为 新 公理 而 得 的 扩充 . 由 
引 理 2. 29 知 ; 每 个 5, 都 是 的 一 致 扩充 , 构造 
一 阶 系统 S-， 它 的 公理 由 这 样 的 公式 组 成 , 这 种 
公式 至 少 是 S, 中 某 一 个 的 公理 ， 

为 建立 引 理 2. 31, 需要 引进 放大 . 至今 我 们 
所 使 用 的 语言 Z 是 固定 的 ， 其 中 个 体 常 元 为 wi， 
ary +. FUER ATR DTH TAI bo bo 
这 样 一 来 ， 的 个 体 常 元 当然 要 增加 , 随 着 也 增 
加 了 许多 新 的 公式 ， 其 中 包括 新 的 公理 和 新 的 定 
理 ， 如 新 的 公式 (VY zu Pi a) >P! ©) 就 是 
放大 后 的 系统 中 的 新 公理 ， 我 们 把 添加 过 新 常 元 
bos bio BIRR SRW S 的 放大 ， 相 应 于 
L RR KIEK HAK, SHE SHAK. 

引 理 2. 31 的 证 明 : 

我 们 使 用 反 证 法 . 假设 51 不 一 致 , 那么 必定 
存在 某 个 公式 A, E13 A A AME SHER. 
由 于 S*+ 中 对 A. A 的 证 明 序列 都 是 由 有 限 个 公 
式 组 成 的 , 因而 在 证 明 中 只 可 能 涉及 66, bi eop 
有 限 个 ， 这 样 ， 我 们 只 需 对 其 中 出 现 的 有 限 个 新 
常 元 ,处 处 代 之 以 证 明 中 没有 出 现 过 的 个 体 变 元 . 
我 们 就 把 S+ 中 的 证 明 转 换 成 了 S 中 的 证 明 . 既然 
TE S 中 也 能 证 明 A. A, RAS 就 不 是 一 致 的 系 
统 , 这 和 引 理 的 条 件 矛 盾 . 由 此 可 见 S+ 是 一 致 的 . 

引 理 2. 32 的 证 明 ， 
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这 引 理 证 明 复 杂 ， 为 便于 把 握 ， 我 们 将 证 明 
划分 为 三 个 部 分 . 

第 一 部 分 : MS 出发, 在 定理 设置 的 菜 些 条 
(EF RED FERS Sos Si, Soo vrs 并 在 此 基础 
上 构造 一 致 的 扩充 S' ,然后 再 从 S' 出 发 构造 一 致 
的 完全 扩充 过 

第 二 部 分 : 建立 语言 Z 的 放大 DS HARE 
1， 并 且 对 于 SAUER A, 证明: 

FA, SHS, Td 
意 指 公式 4 为 完全 的 一 致 扩充 了 中 定理 的 充 要 
条 件 : A 在 内 解释 I 中 真 . 

第 三 部 分 : 对 已 获得 的 结果 , (BIG. 分析， 
完成 引 理 本 身 的 证 明 . 

要 注意 ， 第 一 、 二 部 分 中 出 现 的 了 是 同一 的 ， 第 
一 部 分 是 第 二 部 分 的 准备 ， 第 三 部 分 是 对 第 二 部 
分 的 加 工 ， 可见 证明 的 关键 部 分 是 第 二 部 分 . 

现在 进行 证 明 . | 

LEH SUS TIT TE bos bi» bo» … 后 的 
放大 . S*, KYRA HE S 和 天 的 放大 . 根据 引 
理 2. 31 知 让 ,S$ 是 一 致 的 . 现在 我 们 从 5S 出 发， 
来 定义 一 阶 系统 的 一 个 序列 如 下 : 

首先 我 们 枚 举 出 区 中 所 有 只 包含 一 个 且 由 
变 元 的 合式 公式 ; 如 

Fo (tals Fi (taj; = 


其 中 自由 个 体 变 元 ze，za… 不 必 一 定 相 异 . 现在 
我 们 要 从 b。，B1，6:，… 中 挑选 出 一 个 子 序列 cos 
ci，cz，…， 使 得 : 

(1) co 不 出 现在 Fo Cro) 中 ， 

(2) XF n> 0, eo & {cits cni) ÝE c, 也 
不 出 现在 下 列 任 一 公式 中 : 

Fy (zio)s s Fn (tin) 
这 样 的 挑选 是 能 够 实施 的 ,因为 每 一 个 合式 公式 ， 
你 一 旦 写 出 它 时 ， 它 至 多 包括 有 限 个 新 常 元 . 

对 每 个 天 ， 我 们 写 出 G: 

(q (V Ta) Fi Cra) 六 了 J] F: (Ca) 现在 可 
以 构造 一 阶 系统 的 一 个 序列 了 . 

S Sy FE St 

QS, 是 对 So 补 加 Ce 为 新 公理 后 得 到 的 扩充 . 

S S, OT BET n> 1 来 说 ) 是 对 5S,_; 补 加 G,-i 
为 新 公理 而 得 到 的 扩充 下面 我 们 来 证 明 ; 对 任 
Bon 来 说 ，S， 是 一 致 的 . 通过 对 nn 应 用 数学 归纳 
法 证 明 这 一 点 

归纳 基础 : 

So 是 一 致 的 , ALAS. aE S*. 由 引 理 2. 31 
知 它 是 一 致 的 . 

归纳 步 又， 

现在 设 S, 是 一 致 的 ， 其 中 n>, ERKE 
Ss.+1 也 是 一 致 的 . 这 里 我 们 使 用 反 证 法 ,假设 Sayi 
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不 一 致 ， 推 得 矛盾 ， 从 而 证 明 3 的 一 致 性 . 
设 Si 不 一 致 , 即 是 说 到 -中 必 有 一 公式 4， 
使 得 
Fap A HB Fap (4 AD 
由 于 (A> (4 A> B)) 是 重 言 式 , 所 以 有 上 上 +i 
(A> (4, Am (<4 B)) 
通过 对 上 面 公 式 ， 作 两 次 MP, BR 
Faa AFAD) 


Fs (4 B) 


由 于 对 于 任何 合式 公式 B, 上 述 椎 演 都 成 立 , 特 别 
地 对 "~ G,.， 上 述 推演 也 成 立 ， 所 以 有 

Fe. GG) 
考虑 到 在 S,+i 中 的 证 明 ， 恰 好 是 在 S, BUG, 为 
前 提 的 演绎 ， 所 以 有 

Ga Fa (FG 
由 于 G, 是 闭 公式 ， 没有 自由 变 元 . 所 以 可 用 演绎 
定理 得 到 : 

OCR C7 G,)) 


再 应 用 重 言 式 C (G, GG.) > 4G.) 是 S， 
的 定理 ， 即 
k, (Ge GG) -> GG) 
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通过 MP 有 
hs (4 G,) 
RU 
Pact. So. V ata? Fn En) ead, (cn)) 
再 应 用 重 言 式 定理 ， 有 
Pee Cy (ey V 2n) En (En) >q Fn (cn)) 
> 4 (Y a) Fe Cin) 
和 
Fs (4 (4 CV ta) Fn (tind => TS (c,)) 
=f; (Ci,)) 
因为 它们 都 是 重 言 式 ， 通 过 MP， 我 们 就 有 
Fam W Cra) a a) (*) 
和 | 
Fe Wig COQ) 
我 们 来 看 上 式 ， 只 需 用 证 明 中 没有 出 现 过 的 变 元 
y 去 替换 常 元 c; 的 每 个 出 现 ， 我 们 就 得 到 了 F, 
Cy) E S, 中 的 证 明 , 这 是 因为 o 并 不 出 现在 G。， 
Gis ss Oe 中 ， 而 F, (cn) 在 S, 中 的 推演 用 到 
这 些 公理 ， 这 样 就 有 
Pa, Ly Oy 
因此 ， 通 过 全 称 概 托 UG， 就 有 
Fs (Vy F, (y) 
考虑 到 y EF, () FRR. Hx EAE F, 
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O) 中 自由 或 约束 出 现 的 变 元 ， 所 以 有 

Fe CY aa) Fa ta) 

在 S, 中 既然 本 式 和 公式 C) ABRIL, S, 就 是 不 
一 致 的 ,这 和 归纳 假设 S, 是 一 致 的 矛盾 . 因此 ,我 
们 得 到 结论 : 对 于 任意 2 之 0, 如 果 5, 一 致 , 那么 
Sa 1 也 一 致 . 

由 数学 归纳 法 知 对 于 任意 ,5, 是 一 致 的 . 令 
SEIL HELE S, 之 一 的 公理 的 一 切合 式 
公式 为 公理 而 构成 的 ,S' 显 然 是 一 致 的 ,因为 如 果 
它 不 一 致 ,那么 只 用 它 的 有 限 多 个 公理 就 可 以 推 
导出 一 个 矛盾 ,所 以 必然 会 出 现 这 样 的 情况 ,对 于 
某 一 个 适当 大 的 ”在 S, 内 也 将 会 导出 矛盾 . 这 
和 已 经 证 明 过 的 S, 是 一 致 的 绪论 不 能 相 容 了 . 然 
后 ,再 据 引 理 2. 30, 可 以 在 此 基础 上 构造 一 致 而 
又 完全 的 扩充 了 .至 此 ,我 们 完成 了 引 理 2. 32 证 
明 的 第 一 部 分 .下面 转 入 证 明 的 第 二 部 分 ,我 们 先 
建立 到 + 的 内 解释 1, 然后 证 明 它 具有 某 种 性 
质 . 
我 们 现在 建立 给 + 的 解释 的 方式 和 以 往 有 所 
Nil, 希望 引起 注意 ， 以 往 我 们 已 接触 过 一 些 具 
体 的 解释 . 一 般 来 说 , 论 域 是 由 一 些 数学 对 象 , 如 
自然 数 、 整 数 等 组 成 , 这 些 对 象 都 在 语言 之 外 , 这 
些 解 释 可 以 称 为 外 解释 .考虑 到 解释 的 定义 ， 对 
论 域 只 有 一 个 要 求 : 非 空 ， 至 于 论 域 中 元 素 为 何 

. 103 . 


物 并 没有 限制 ， 那 么 我 们 可 否 用 语言 中 的 东西 作 
为 论 域 的 元 素来 构造 解释 呢 ， 回 答 是 肯定 的 .我 
TAI SO WRR | =, HER Di 就 是 由 
财 项 组 成 . 所 谓 财 项 是 2” 中 这 样 一 些 项 ,它们 不 
含 任何 自由 个 体 变 元 ， 具体 地 说 ， 闭 项 是 由 一 切 
个 体 常 元 以 及 由 它们 通过 函数 运算 得 出 的 一 切 项 
组 成 ， 显然 ， 财 项 和 目 然 数 等 有 一 根本 差别 ， 前 
者 是 语言 内 的 ， 后 者 是 语言 外 的 .所 以 我 们 也 就 
把 我 们 将 要 建立 的 解释 I 称 为 内 解释 ， 以 示 其 解 
ei 〈 论 域 ) 是 由 语言 内 的 材料 组 成 . 

现在 我 们 来 建立 和 -的 内 解释 L 

(1) I 的 论 域 由 绽 的 一 切 闭 项 组 成 . 

(2) 个 体 常 元 是 它们 自己 的 解释 . 

(3) 对 于 论 域 D, 中 的 元 素 ( 即 对 于 闭 项 ) di, 
coe, aes ; 

Pi" (dy cd) 成 立 , 如 果 FPr (di,*** sd,) 

P? Cdi ed DRE WMR Ea Pild dn) 
这 里 的 了 就 是 第 一 部 分 中 构造 的 一 致 的 完全 扩 
充 , 因 为 它 是 完全 的 且 PP 为 团 公 式 ,所 以 上 PY 
(di ,ds) ,上 了 Pr(qdi,…,d,) 必 有 一 成 立 . 

CAT FA di seer sda s Sidi see sda) HIE RE 
jd do) ,显然 由 于 dis d, 是 闭 项 , f(adi， 
…d,) 也 是 闭 项 . 
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现在 要 求证 明 : 对 于 SO PEAS A: 

上 4， 当 且 仅 当 ，II=4 

证 

我 们 采用 数学 归纳 法 , 对 公式 4 含 的 联结 词 
和 量词 数 进行 归纳 . 

归纳 基础 : 

A 是 原子 公式 , WP” (dis vty da). dis t, 
d, 是 闭 项 ， 因 此 显然 就 有 

如 果 上 4， 即 上 Pr (dis ed), 那么 PP 
(di, 5 d FEL PR, IXIA, BPI|—A 

类 似 地 ， 也 有 

如 果 世 一 4， 那 么 4 

归纳 步骤 : 

令 A 为 非 原子 公式 , 并 且 假 设 对 联 词 和 量词 数 
小 于 4 的 每 个 公式 ， 上 述 结果 是 成 立 的 ， 从 而 去 证 
明 对 A 也 成 立 上 述 结果 .这 需要 分 三 种 情况 . 

情况 1: A 是 G B), 此 时 , WMR kA, 即 上 
G B)， 由 于 了 的 一 致 性 , 可 知 B 一定 不 是 了 中 
定理 . 考虑 到 B 的 联结 词 和 量词 数 是 比 4 小 , 应 
用 归纳 假设 : 4 B PET 中 定理 时 , B 对 1 不 真 . 
由 于 B 是 闭 公式 , B 对 1 不 真 , te BRIA, 
即 |=-~ B), 即 I1|=4. 
相反 ， 如 果 J=4, MIl= GB, HAB 
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在 I 中 不 真 ， 根据 归纳 假设 设 有 B 不 是 了 HE 
理 . RSS T 的 完全 性 ，(5 五 ) 一 定 是 了 HE 
理 ， 即 有 上 4. 

情况 2: A 是 (BC) 

假设 4 对 I 不 真 , 此 时 必 有 B 对 I 真 且 C 对 
lk, 当然 B、C 的 联 词 和 量词 数 是 小 于 4 的 , 可 
以 对 B、C 分 别 使 用 归纳 假设 ， 由 B 对 I 真 可 得 
FB， 由 C 对 1 不 真 可 得 C 不 是 了 中 定理 ， 再 考 
REIT 的 完全 性 , GO) 就 是 了 的 定理 , 即 有 上 
(mC)， 再 利用 重 言 式 B-> (GC) ~> B> 
C)), 我们 有 

FB C(O) >q (B>C)) 
注意 ~ 〈B->C) 就 是 ~ 4, 连续 进行 MP, 相继 得 

EC GO) 4 eo): * 

k= (B>C) 
即 

k (~ A) 
AST 的 一 致 性 ,4 不 是 了 的 定理 . 这 样 我 们 就 
从 假设 4 对 I 不 真 推 得 4 BRT 的 定理 ,下 面 所 
证 的 是 ,假设 A 不 是 了 的 定理 可 以 推 得 4 对 I 不 
R. 

假设 4 不 是 了 的 定理 , 由 了 的 完全 性 , 有 上 
(7 A), BE (BoC), 利用 重 言 式 G B> 
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C) >B), G (BC) — 0C) 可 以 得 
F (q (B-C) —>B) 

E ( (B+C) >C) 
通过 MP, RME 

Fb Fl F (m C) 
LB 和 FC 不 成 立 (C 不 是 工 的 定理 ) 
”应 用 归纳 假设 于 B.C. 就 有 B 对 I 真 ,C 对 I 假 ， 
HELA CBC) 对 工 假 . 

情况 3: 4 是 Wa) B Cr) 

对 此 ， 还 需 区 分 xz; 不 在 B 中 自由 出 现 和 x; 
在 BB 中 目 由 出 现 两 种 可 能 加 以 证 明 . 

首先 说 x; 不 在 B 中 自由 出 现 , BA, B 一 定 
也 是 闭 公 式 ， 由 于 B 的 量词 和 联结 词 数 小 于 A, 
可 以 应 用 归纳 假设 ， 有 

By, HERH, 1|=8 
对 闭 公 式 B 当然 有 

PBs x BN, FF (VY xi) B 
“I|=B， 当 且 仅 当 , I|= Wa) B 
所 以 就 有 

E Wa) B， 当 且 仅 当 , I= Wz) B 
即 

tA, MEY, 11=4 
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其次， 如 果 半 在 巨 Co) 中 自由 出 现 ， 那 么 
AF (V r) B (zi) 是 闭 公 式 ，B (zi) PERS 
一 个 自由 变 元 z, 所 以 B (zx;) 是 只 含 一 个 自由 变 
元 的 合式 公式 ， 当 然 它 会 出 现在 开始 叙述 引 理 时 
给 出 的 只 含 一 个 自由 变 元 的 公式 序列 : 

Fo Czo); Fi Cay). °° 
H, W B (r) Æ Fn (tm), KE, ARE 
(Y Lim) Em (Eim) 

现在 我 们 来 证 明 从 I| 二 4, HERG FA. 使 用 反 
证 法 , RERA I =A, 推 不 出 + A. FAFE, M 
而 得 出 ， 从 了 二 4 能 推出 + 4. 

Il=A, 在 我 们 的 情况 , 就 是 1|== (V xz) Fn 
(tim). AF K 的 公理 都 是 普遍 有 效 式 , 也 就 是 对 
每 个 解释 皆 真 ， 当 然 (K) WIZE, B: 

I= ( Wax) En (tim) >F, (co)) 
显然 有 

I| =F, (tim) 

Fn (cr) 的 联结 词 和 量词 数 小 于 4, 所 以 应 用 归纳 
假设 就 有 

FF (Cn) (*) 
考虑 到 应 用 反 证 法 时 ， 假 设 从 工 =4， 推 不 出 
上 4， 由 于 了 是 完全 的 ， 就 有 上 (7 AD BH 

Fa (V Lim) Fm (Eim) 
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考虑 到 GC, 是 了 HAE, VA kG B 

| (q (V aim) Em (tim) > Fn (Cr)) 
因此 ， 通 过 MP 有 

Tia a)? 
EMAR C) 同时 成 立 ， 显 然 与 了 是 一 致 的 相 
矛盾 . 这样 我 们 就 要 否定 假设 由 1|= 4 推 不 出 
FA, 从 而 得 到 : FI |= A 推出 + 4. | 

反之 ,我 们 希望 从 FA HEL 1) =A, 我们 也 用 
反 证 法 ， 先 假设 4 对 工 不 真 ， 然 后 导致 子 盾 ， 从 
而 得 出 A EL PH. 

令 上 4， Aikiz 4 在 I 中 不 真 ， 即 

I| = (VY Lim) Em (Lim) 
不 成 立 , 这 就 是 说 存在 Di 中 的 一 个 元 素 dg, 使 得 ， 
Il=G Rod)) ,下面 对 此 作 一 说 明 , 说 4 在 工 中 
不 真 ,就 是 说 在 I 中 ,存在 不 满足 公式 (V tin) Pm 
(zim) 的 赋值 ,进一步 也 可 以 说 I 中 必 存 在 某 个 赋 
值 v; 使 得 v 不 满足 F(zin), 由 赋值 定义 知 vw 
(Lim) VAER Di 中 的 元 , 即 v Ciim) DAAM, S 
EH d XERA vm) =d, AEA d Æ 
F m (Eim) PRF (arin) FE ELEY. 再 考虑 到 解释 TO 
造 , 有 w(d)= 二 4, 因 此 ,就 有 wv(zi;)= 二 v(q), 所 有 这 
些 可 以 推 得 (不 加 证 明 ) 以 下 结论 : 

v 不 满足 F(zxm), 当 且 仅 当 ,v 不 满足 
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PFCd). WE v 是 不 满足 F, (rin) ,当然 就 有 wv 不 
ALF, (d) ,这样 ,fF (QE PARE, PDH 
AKA Fae PHB I= F,,(d)). 
但 是 由 上 4， 即 上 CW zim) En (tin) 和 
(Ks) : 

上 C (Y Tim) Fa (ae) >En (d) 
分 离 ， 可 得 : 

FFn (d) 
A Fn Cd) 的 量词 和 联结 词 数 小 于 4, 所 以 可 以 
应 用 归纳 假设 ， 得 到 : 

I|=F, (d) | 
m Fn, (d) Aq Fn (d)) 在 工 中 同 真是 矛盾 的 ， 
IE, 应 用 反 证 法 时 , 假设 A 对 I 不 真 不 能 成 立 , 所 
以 由 上 4 可 推 得 1| 二 4， 至 此 完成 了 数学 归纳 法 
的 证 明 . 

以 上 完成 了 引 理 的 第 二 部 分 证 明 ， 留 下 的 一 
部 分 证 明 就 比较 简单 了 . 

ES, 我 们 已 经 证 明了 一 致 的 完全 扩充 T 中 的 
所 有 定理 在 解释 I 中 皆 真 , 由 于 了 是 S 通过 放大 语 
言 和 补 加 新 公理 所 得 ， 当 然 S 中 的 定理 都 保留 为 了 
的 定理 . 所 以 我 们 也 有 S 的 所 有 定理 在 I 中 皆 真 . 当 
SRS 的 定理 都 是 和 的 合式 公式 ， 但 工 还 含有 并 非 
Z 的 合式 公式 的 解释 ， 此 时 ， 我 们 只 需 通过 排除 个 
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体 常 元 2， 六 ，… 以 及 由 它们 组 成 的 项 的 解释 , 对 1 
作 些 限制 , 我 们 就 得 到 了 < 的 一 个 解释 ,并 且 使 得 
S 的 每 个 定理 在 这 个 解释 中 皆 真 ， 

引 理 2，32 证 毕 ， 现 在 我 们 可 以 直接 证 明 请 
词 演 算 的 完备 性 定理 了 . 

TREER WR AEZ 中 的 普遍 有 效 公 
R, 那么 ，4 是 系统 KK 中 的 定理 . 

证 

令 4 是 综 中 任 一 普遍 有 效 公 式 ， MAP 
由 变 元 全 部 加 全 称 量 词 约束 后 得 的 公式 A’, 我 们 
称 它 为 4 的 全 称 财 公式 ， 由 关于 解释 的 性 质 3 
知 ，4' 也 是 普遍 有 效 公式 ， 

现在 我 们 希望 在 假设 4 普遍 有 效 式 时 推 得 
4 是 天 的 定理 . 用 反 证 法 , 假设 当 A 为 普遍 有 效 
ART, A 却 不 是 天 的 定理 ， 然 后 推出 矛盾 ， 从 而 
否定 假设 ,证 明定 理 . | 

由 于 假设 4 不 是 天 的 定理 , 且 4 和 4' 在 可 推 
性 上 是 等 价 的 , 故 4' 也 不 是 天 的 定理 . 此 时 ,我 们 
通过 对 天 补 加 nm 4 为 新 公理 ,可 以 得 到 天 的 扩充 
K' , 据 引 理 2. 29 知 K' 是 一 致 的 ,再 根据 引 理 2. 32, 
必 存 在 L 的 一 个 解释 ,使 得 系统 KK' 的 每 个 定理 在 
该 解释 中 真 . 特别 地 有 :~ 4' 在 解释 中 也 真 ,当然 A 
在 解释 中 假 (因为 4' 是 闭 公式 ), 这 和 4' 是 普遍 有 
效 式 矛盾 .可见 A 必然 是 天 AEE. L 
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可 德尔 不 完全 性 定理 是 说 : 在 包含 算术 的 一 
致 的 形式 系统 中 ， 和 存在 不 可 判定 命题. 

定理 中 所 说 的 “不 可 判定 命题 是 指 命 题 本 
身 和 它 的 否定 命题 ， 在 该 系统 中 都 不 可 证 ， 如 果 
RN K 表示 这 个 不 可 判定 命题 ,那么 从 和 
(5 2) 就 部 不 是 系统 中 的 可 证 公式 . 

定理 中 所 说 的 “一 致 的 ” 就 是 我 们 前 面 说 到 
过 的 含义 ， 即 无 矛盾 的 或 相 容 的 ， 由 于 在 一 个 不 
一 致 的 或 者 矛盾 的 系统 中 ， 一 切合 式 公式 都 可 作 
为 系统 的 定理 推出 ， 因 此 ， 对 一 个 不 一 致 的 系统 
而 言 ， 不 可 能 存在 不 可 判定 命题 ， 想 在 一 系统 中 
确立 不 可 判定 命题 ， “一 致 的 ”条 件 是 必要 

定理 中 说 到 的 “算术 ”， 是 指 的 关于 自然 数 : 
0，1，2，…… 等 的 四 则 运算 (加 、 减 、 乘 、 除 ) 
的 理论 ， 它 有 了 两 种 表述 方式 : 一 种 是 用 日 常 语言 
(自然 语言 加 上 一 些 符号 , 如 通常 的 数学 语言 ) 表 
述 的 ， 我 们 把 它 称 为 直观 算术 ， 可 以 用 正楷 大 写 
DLT FN 表示 . 从 小 学 开始 就 接触 到 它 ， 它 是 非 
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完全 形式 化 的 ， 一 般 也 不 是 公理 化 的 ， 另 一 种 是 
用 形式 语言 表述 的 ， 有 确定 的 初始 符号 ， 有 严格 
的 规则 ， 是 公理 化 、 形 式 化 的 ， 我 们 用 大 写 花 体 
立 丁 字母 人 表示 ,是 一 个 形式 系统 ， 我 们 称 
它 为 一 阶 算术 . 

定理 中 还 说 到 “包含 ”两 字 ， 这 里 可 以 是 真 
包含 ， 也 可 以 等 后 ， 真 包含 时 ， 一 阶 算术 将 是 该 
形式 系统 的 子 系统 ;等同 时， 该 系统 就 是 一 阶 算 
术 系统 ， 此 时 定理 可 以 成 为 ， 一 阶 算术 中 存在 不 
可 判定 命题 ， 或 一 阶 算术 是 不 完全 的 ， 我 们 的 证 
明 是 针对 一 阶 算术 而 作 的 ， 不 过 扩充 到 包含 它 为 
子 系统 的 任何 系统 ， 定 理 也 成 立 是 显然 的 . 

本 书 对 本 定理 的 证 明 ， 分 三 个 步骤 ， 

第 一 步 ， BU MARA. 

第 一 步 : 构造 自 指 代 命题 X. 

第 三 步 :证明 自 指 代 命题 2 为 不 可 判定 合 
5. 

关于 第 一 步 工作 ， 可 以 不 必 是 哥 德 尔 不 完全 
性 定理 的 证 明 步 又 ， 考 虑 到 本 书 迄 今 尚未 叙述 过 
一 阶 理论 、 一 阶 算术 理论 ， 所 以 把 建立 一 阶 算术 
也 作为 准备 提出 ， 思 路 大 体 是 这 样 的 ， 几 乎 是 重 
复 从 命题 逻辑 、 谓 词 逻辑 到 命题 演算 、 谓 词 演算 
的 工作 . 在 这 里 是 将 直观 算术 N, 通过 形式 化 , 建 
立 起 用 形式 语言 表述 的 一 阶 算术 -和 . 特别 要 注意 
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两 者 的 区 别 . 

关于 第 二 步 ， 我 们 通过 引进 哥 德 尔 码 数 、 可 
表达 性 ,实现 两 个 转换 ,从 而 构造 自 指 代 命题 2. 
第 一 种 转换 :通过 哥 德 尔 编码 ， 把 关于 一 阶 算术 
的 断定 转换 为 关于 自然 数 的 断定 ;第 二 种 转换 : 通 
过 可 表达 性 ， 再 把 关于 自然 数 的 断定 转换 为 关于 
一 阶 算术 的 断定 ， 实 施 两 个 转换 后 ， 可 以 获得 一 
阶 算术 -人 中 的 合式 公式 UU， 它 对 系统 1 自身 
作 了 断定 ， 故 称 为 自 指 代 命 题 ， 必 须 指出 ， 实 施 
第 二 种 转换 是 有 条 件 的 ， 并 非 所 有 关于 自然 数 的 
断定 都 可 表达 ， 只 有 具有 递归 性 的 函数 、 关 系 在 
N 中 才 是 可 表达 的 . | | 

关于 第 三 步 : 自 指 代 命题 2 是 不 可 判定 命 
题 ， 可 以 在 “一 致 的 ”条 件 下 加 以 证 明 ， 但 是 证 
明 十 分 复杂 ， 在 比 “ 一 致 ”更 强 的 “w 一 一 一 致 ” 
的 条 件 下 证 明 第 三 步 显 得 十 分 简洁 ， 故 哥 德 尔 选 
择 了 后 者 ， 本 书 也 是 先 在 w 一 一 一 致 的 条 件 下 证 
明定 理 然后 再 补充 说 明 如 何 推广 . 

根据 以 上 分 析 可 见 ， 为 证 明 本 定理 ， 需 要 一 
些 在 前 的 基本 概念 、 基 本 理论 ， 它 们 就 是 一 阶 算 
术 、 哥 德尔 数 、 可 表达 性 、 递归 性 . w 一 一 一 致 性 
等 ， 现 在 对 它们 一 一 叙述 如 下 . 


“TI 


1、 一 阶 算术 


一 阶 算术 是 一 种 一 阶 理论 . 

所 谓 一 阶 理论 ， 是 对 通常 人 们 用 日 常 语言 所 
说 的 理论 作 公理 化 、 形 式 化 处 理 的 结果 ， 是 用 一 
阶 语言 表述 的 一 个 形式 系统 ， 一 阶 理论 也 是 一 阶 
逻辑 的 一 个 扩充 ， 除 包括 一 阶 逻 辑 的 所 有 组 成 部 
Sd: 初始 符号 、 形 成 规则 、 初 始 公式 和 变形 规则 
外 ， 还 要 包括 理论 的 特有 公理 ， 一 阶 逻辑 中 的 初 
RAR GAD, 又 称 逻 辑 公 理 , CAEH 
特性 . 特有 公理 是 非 逻辑 公理 ， 用 来 刻 划 理论 的 
特性 .不 同 的 理论 有 不 同 的 特有 公理 ， 特 有 公理 
”及 其 多 窒 是 由 理论 本 身 决定 的 . 

有 各 式 各 样 的 数学 理论 ， 如 算术 、 代 数 、 几 
何 、 分 析 ， 也 有 各 式 各 样 的 一 阶 数学 理论 ， 如 一 
阶 算术 、 王 阶 群 论 、 一 阶 集合 论 等 ， 它 们 由 于 理 
论 的 本 性 不 同 就 有 各 种 不 同 的 特有 公理 组 . 此 外 ， 
”各 种 数学 理论 又 几乎 都 包括 等 号 ， 因 此 ， 为 方便 
起 见 ， 我 们 规定 把 刻 划 等 号 特有 属性 的 相等 公理 
固定 下 来 ， 加 入 一 阶 逻 辑 的 公理 中 .这样 ， 我 们 
就 得 到 带 等 号 的 一 阶 逻 辑 . 

相等 公理 一 般 有 三 条 . 

(E1); PË Cai, z) 
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CE2); P? rs u) >P} CS? (不 ，…， 
ta ds Fi (tis ces Us ety tad ds EP, tis ts Ens 
u 是 任意 的 项 ， 是 任意 的 函数 . 

CE3): CP? (te, u) >P? (tis chs tas oes 
th) >P} (try os us oy ts EEA, thy or, 
th, 是 任意 的 项 ，P? 是 任意 谓词 . | 

公理 中 的 Pi 是 第 一 个 2 元 谓词 ,我们 给 它 一 
个 固定 解释 是 相等 . 例如 : Pi Cris x2) 是 说 : 两 
个 个 体 变 元 x1. Xo 是 相等 的 . 

以 后 我 们 所 研究 的 一 阶 算术 ， 是 建立 在 带 等 
号 的 一 阶 逻 辑 基 础 上 的 形式 理论 .从 日 常 的 算术 
发 展 到 一 阶 算术 ， 历 史上 经 过 两 个 阶段 : 第 一 阶 
公理 化 算术 到 一 阶 算术 . 

古代 的 算术 是 朴素 直观 的 ， 并 没有 当 作 公理 
体系 对 待 ， 经 过 众多 数学 家 数 干 年 的 努力 ， 直 到 
1889 年 才 由 皮 亚 诺 对 它 作 了 公理 化 的 处 理 , 把 算 
术 建 立 在 五 条 算术 公理 的 基础 之 上 ， 五 条 算术 公 
Hë: 

1. 0 是 一 个 目 然 数 ， 

2. 每 个 自然 数 ”， 都 有 不 同 于 的 后 继 ” . 
(其 中 ”表示 后 继 运算 . ) 

3， 不 存在 自然 数 x， 它 的 后 继 n 为 0. 

4. SOTERA RM m An, MR m =n', 

eig 


HA, m=n. 

5， 对 于 任何 含有 0 的 自然 数 集 A, 如 果 对 任 
意 的 naEA, 都 有 mn” CA, 那么 4 含有 所 有 自然 
数 .( 这 里 的 符号 “E?, 表示 在 前 的 属于 在 后 的 ， 
即 n€ A 表示 7 属于 有 A). 

这 样 建立 起 来 的 公理 化 算术 称 为 皮 亚 诺 算 
Ñ, FAN 表示 . 尽管 这 样 建立 起 来 的 皮 亚 诺 算术 
公理 系统 ， 和 朴素 直观 的 算术 相 比 ， 面 貌 已 大 有 
改观 ， 但 是 由 于 它 还 是 用 日 常 语 言 叙 述 的 ， 要 想 
用 它 来 严格 、 精 确 地 证 明 哥 德尔 定理 仍然 不 可 能 . 
为 此 ， 尚 需 将 它 用 一 阶 语言 表述 ， 建 成 完全 形式 
化 的 一 阶 算术 .此 时 ， 所 用 的 语言 oY. 要 有 以 下 
初始 符号 . 


Lis Hern °°* 个 体 变 元 


有 应、 应 、f2( 分 别 表示 后 继 , 和 , 积 ) 函数 符号 
Pt (表示 等 号 ) 谓词 符号 
4 ey, V 逻辑 党项 
(,) 括号 


用 大 写 花 体 拉丁 字 -Y 表示 一 阶 算术 理论 ， 它 应 
是 天 的 一 个 扩充 , 除 补 加 相等 公理 (E1), (E2), 
(E3) 外 ， 还 要 补 加 刻画 算术 特点 的 特有 公理 . 
这 里 列 出 七 条 , 与 皮 亚 诺 公 理 还 有 点 差 
yl. 
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(NID) Yz) a (fi (ri) =0). 

(N2) (Y 2) WV z) (fi (zi =fi (zs) > 
ti Tz). 

(N3) Wai) Cf Can a) =2). 

(N4) Vx) (V r) (fi n fi (zz)) 
Ji Gi Cers 2))). 

(N5) Wa) CH Gi, ai) =a) 

(N6) WY z) (V r) (f2 Gai. Si (zx;)) 
F a Gas Re) 2p) 

(NI) .or (a) > (WV 2) OY (71) > 
Cf) DD > W a) © (zx1)) 对 于 zi 在 其 中 
自由 出 现 的 每 个 合式 公式 A C). 

注意 ; 为 了 在 定理 证 明 中 ， 避 免 引 起 不 必要 
的 混淆 , 规定 一 阶 算术 N 中 的 合式 公式 ,用 花 体 
FA, B.C BER. 

七 条 公理 中 的 (N1)、(N2) 和 N7) 相当 
于 皮 亚 诺 公 理 1，4，5， 当 然 仔 细 分 析 (N7) 比 
公理 5 还 要 弱 一 点 .(N3) — (N6) 分 别 是 加 法 
和 乘法 的 定义 . 

前 面 已 经 说 过 ， 本 书 关 于 不 完全 性 定理 的 详 
细 证 明 ， 是 针对 一 阶 算术 所 作 的 ， 在 证 明 中 要 实 
施 两 个 转换 , 区 别 直 观 的 算术 N 和 形式 化 的 一 阶 
ARN, 在 证 明定 理 时 十 分 重要 , 故 这 里 对 它们 
使 用 的 符号 加 以 区 分 也 是 必要 的 . 


ei” 


-全 是 用 上 述 一 阶 形式 语言 Zs 叙述 的 一 阶 
算术 形式 系统 ，N 是 直观 的 算术 ， 这 里 是 指 用 日 
常 语 言 叙 述 的 , 如 皮 亚 诺 算 术 . N 是 -4 的 模型 、 
WERE, VEN 的 形式 表达 .作为 模型 的 N 的 论 
域 (个 体 域 ; Dw 的 成 员 是 自然 数 ,通常 写成 0,1， 
2，…，n，…， 它 们 在 一 阶 算术 中 的 严格 的 符号 
表示 应 为 : 

ay 

1 (a1) 
fi (fi (a1)) 


次 
ye (a) ree) 


显然 这 样 的 书写 太 麻 烦 ， 所 以 我 们 在 不 引起 混淆 
时 规定 用 十 ，X 和 ' 相 应 地 去 代替 A. Si Sfi E 


n 
时 自然 数 的 形式 表示 为 : O40! ,07， ,0 one, 本 


书 对 它们 还 作 一 次 简化 ， 把 它们 写成 : 0, 0, 
…，0”，…. 上 标 Cn) 表示 次 后 继 运 算 , AG] 
起 混 消 时 把 0 写成 0). 
ti tt, 代表 SF tis te) 
ti Xt, AR FG is t2) 
RRA O 
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ND 一 N) 可 以 重 写成 ; 

(N1) Wa) a (zx'1=0) 

(N2°) Wand Wa) Cy! Sr? 一 TI 一 
x2) 

(N3*) (VY xa) (VY r: ) =x) 

(N4) (Wa) WV a.) (itr: = Cait 
T) ) 

(N5*) (V zı) Cri X0=0) 

(N6*) Wa) Wx.) Cai Xx,’ = (2X 
Do) ra 

(N7*) A (0) > CW x) © (2) > 
Ca D > Wa) A a), MEER .Y 中 的 公 
AA (x), RP z HAAA. 

现在 我 们 推 证 一 些 N 中 的 定理 . 

引 理 3. 1 XIF N PEED t sr, 下列 
公式 是 人 中 的 定理 : 

(CMV1 )0Kt 

((N2 Dt =r! >t=r 

(N3 )t+0=t 

(N4 ttr! =(t+r)' 

(N5 )tX0=0 

(N6 )tXr' =@Xr) +t 

证 明 

它们 分 别 由 CN1") N6), 通过 全 称 概 
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Ho 然后 再 应 用 全 称 限定 规则 于 适当 的 项 1,， r, s 
得 到 . | 
定理 3. 2 对 于 任何 项 t, r,s, 下 列 公式 为 
人 中 的 定理 . 


J 
2 


(a) ¿=t 


(b) t=r>r=t 


(c) t=r> (r=s>t=s) 
(d) r=t> (s=ter=s) 
(e) t=r>t+s=r+s 


(f) t=0+t 
(g) t +r= a+r) 
Ch) t+tr=r-+t 


GQ) t=r>s+t=s+r 
(]) (十 rr) +s=t+ (r+s) 
(k) t=r>tXs=rXs 


d) Oxt=0 

(m) £ Xr=tXr+r 
(n) t Xr=rXt 

(o) t=r->s Xt=s Xr 
证 

(a) 

t+0=t 


(十 0 一 上 ) > (tH0=t>t=t) 


3. t+0=t>t=t 


r » 


(N3) 
(E3) 
1, 2, MP 


4. t=t 1, 3, MP 
(b) 
l. t=r> (t=t>r=t) (E3) 
2. t=t> Q=r>r=t) 1, T5 
3. t=r>r=t 2, (a) MP 
Cc) 
l. r=t> (r=s>t=s) (E3) 
2. t=r>r=t ~ (6) 
3. t=r> (r=s>t=s) Es Ze T3 
(d) 
l. r=t> (@=s>r=s) (c) 
2. t=s> (r=t>r=s) “hs 5 
3. s=t>t=s (b) 
4. s=t> (r=t>r=s) | a DeB Ta 
5. r=t—> (s=t>r=s) 4s TS 
(e) 
应 用 归纳 原理 证 明 .er (ze): mem (zz 十 zx 一 
yte2z) 
G) WWE Ft o) 
l. Xx 二 0=x (N3’') 
2. y+0=y (NI) 
a (Hyp) (前提) 
4. r+o0o=y EE T. 
p atoy 2, 4, (d) 
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6. c=y>r+0=y+0 1—5, Ded (演绎 定理 ) 


Cii) 
l. r=yrate=ytez (Hyp) 
2. x=y (Hyp) 
3. ate! =(at+2z)' | (N4' ) 
4, yte’ 一 (y 十 z) (N4' ) 
5、Z 十 zx 一 y 十 z 1, 2, Mp 
b: (ze = Gyre) 4, (E2) 
7. abe! 一 (y 十 z) 3,6(c) 
8. Xz’ 一 y 十 z 4,7,(d) 
9. (z=y> (re tze=yt+2)) > r= yr (ete! =y 
+z’ )) 1—8, Ded 


由 G), Gi) DY A A aa AO z)-ez (z). 
因此 ， 可 得 : be=rotts=rts. 

(f) Se (x) 为 z= 王 0 十 z， 用 归纳 法 证 
由 通过 (N3) 和 () ił, O=0+0. BP + x 
(0) 再 有 | 


l. 2z=0+2 | (Hyp) 
2. (One ) 一 (0 十 Z) CMV4 ) 
3. x’ 一 (0 十 工 ) 1,(E2) 
4. 2’ =0+2' 2935(d) 
5. 2=O0t272' =04+2' 1—4,Ded 
t EE, F Vx) (2=0+2). PUES 
就 有 上 t= 二 0 十 t. 
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(g) 一" (0) 证 明 从 略 . 
定理 3. 3 对 于 任何 项 上 r, ss FIJA HJE 


INS. 


Ly 

(a) tX @t+s)=@Xr)+GXs) 

(b) (+s) Xt= (Xt) + GX?) 

(c) @Xr) Xs=tX (Xs) 

(d) t+s=r+s>t=r 

以 上 基本 上 都 可 通过 归纳 法 证 明 ， 这 里 从 
略 . | 

定理 3.4 

(a) Fe+0%?=2' 

(b) FzX0 =t 

(c) FXO? =t+t 

(d) 上 Fit 十 ?一 0 一 上 一 0 人 5 一 0 

(e) HtÆ0—> (sXt=0>s=0 

(f) ke ts=0V—> t=0As=0®) V (一 0 
As=0) | 

(g) keXs=0V> (=0 As=0) 

(h) kt¥0> Cy) G@=y') 

G) 上 FS 天 0 一 (Xs=rXs->t=r) 

G) Fi 天 0 一 ¢40P> Gy @=y")) 

证 

(a) 
l. t=0' = +0)’ (CN4 ) 
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2. t+0=t (N3' ) 
3. (十 0) =e 2 (五 2) 
4. t+0' =t' ls 3 32 2 (c) 
5. OY =e 4, 缩 写 
(b) 
l. 2X0’ =ŁX0+t (Nb' ) 
2. tX0=0 (NS) 
3. (X0) +Hr=0+t 2s. 3s 2 ke) 
4. tX0' =0+t 15353. 2(¢) 
5. 0+:=t 3. 2C), Cb) 
6. tX0' =t A538 2(¢) 
T. OV 6 缩写 


(c) - G) 的 证 明 从 略 . 在 讲述 定理 3.5 前 ， 
先 引进 几 个 定义 :t<s， 当 〈Eow) (w 天 0A 人 At 十 ow 一 
s) 

t<s, 4t<sVt=s. 

t>s, 24 s<t. 

tss HSS 

tXs, 4-7 <s). 

定理 3. 5 对 于 任意 的 项 t, r,s, 下 列 为 可 
证 公式 

(a) Xit 

(b) t<~s—™> (s<r>t<r) 

(c) t<s->sXt 
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(d) t<sottr<str 
(e) tSt 
(f) t<s—> (s<r>t<Kr) 
(g) tse> (t+rSst+r) 
h) ts (s<r>t<r) 
Gi) USt 
G) <r 
(k) t<rot’ <r 
(1) treet<cr' 
(m) t<ct’ 
(ma) (O05. CO 0). (OV 0) ete 
(o) tr t<rVr<t) 
(o' ) t=rVt<rVr<t 
(p) tr Vr 
(q) t+r<t 
(r) r40—t+r>t 
(s) rA~A0>tXr0 
(t) rÆ0er>0 
Cu) r>0—> (>0->r Xt>0) 
(v) 7 天 0 一 G>0P>txr>r) 
(w) 7 天 0-> (t<setXr<s Xr) 
(x) 7 天 0 一 Se X7r 福 rrXS) 
(y) t<0 
(z) tXrArSt-t=r 
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定理 3. 6 + yxO> q ju) (J 1v) (r=yXu 


tuAv<y) 


证 
用 归纳 法 证 明 ， 令 上 式 为 (x). 
(i) 


yO Hyp 
0 一 yX0 十 0 (N3'), (N5") 
0<y ly B45. 
0=yx0+t0A0<y 25 3 AN 


(Wu) Gv) O=yXutuAv<y) 4, E4 


6. y40> (Ju) Gv) O=yXutvAv<y) 
1—5, Ded 
Gi) 
1. Z (z), yÆ0> Ga) G v) (r=yXutv 
Av<y) | Hyp 
2. yFO Hyp 
3. G u) Gv) e=yXutvAv<y), 1,2, MP 
4. z=yXat+bAb<y | 3，C (AR) 
5. by 4, Tis 
Eby E 
7. b <yVb =y | 6. Def EX) 
8. b! <y> (a! =yXatb' Nb <y) 4、 CN4 ) 
9, Fyre GF WG WV! =yXutvAv<y) 
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8, E4, Ded 
10. b =y>x' =yXatyxo” 4,(N4' ),3. 46) 
11. Bo =y—>(z' 一 yX (a t0V)+0A0<y) 
105. 3: 3; Ze 3 5 G); GNA) 
12. b =y—> GF WG va’ =yXKutvAv<y) 
| ll, Ded, E4. 
13. Gu) Gv) (z =yXutvAv<y) 
7, 9, 12, BE 
14. A (CCzZ) 一 (yy 天 0 一 (了 WG v) lr =yXu+v 
Av<y) 1-13, Ded 
Bl of (x) >x (2') 
由 G), GD, WHARE, MOAR (O D 
A (x). 这 样 ， 对 于 任意 一 个 z， 和 yAO, HR 
u 和 余数 v 的 存在 性 已 知 证 明了 .以 下 证 明 xz，z 
的 唯一 性 . | 
FE y 关 0 RTF, BRERA uis vis uz, vz 都 
满足 条 件 ， 然 后 证 明 两 对 数 相等 即 可 ， 据 假设 有 
r=yXKutu Au<y 
T=yXusv NVL y 
现在 ，x Mu, 只 可 能 有 三 种 关系 ， Suz w< 
Uz, Ul>Us. 
WR: =u, WHE 3. 3 d) A: w=. 
如 果 ; uu: AAW A u.=—u, tw, (wE 
0). AK, yXatv=yX Gatw)+u=yXu, 
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+yXwtv,. 因此 ,vi 二 yXw 十 vs; 但 是 , w 关 0. 
因而 有 yXw 之 y ,所 以 v1 二 yXw 十 Vs 之 y ,这 与 vi 
<y AJB» A, wu. 

类 似 地 可 证 明 eC. 因此 有 : a ers Al vy 
=v. 关于 一 阶 算术 的 一 些 主要 性 质 , 我们 先 介绍 
到 此 , 这 完成 了 我 们 的 第 一 步 . 现在 转 入 第 二 步 ， 
通过 叙述 哥 德 尔 码 数 ， 可 表达 性 、 递 归 性 ， 来 构 
造 自 指 代 命题 ZZ. 

至 此 ， 我 们 比较 完整 地 建立 了 一 阶 形式 算术 
人， 完成 了 第 一 步 ,第 二 步 要 分 别 叙 述 凡 德尔 码 
Bl. RZE, BRUT HE. 


2. Ste 


哥 德 尔 在 证 明 不 完全 性 定理 时 ， 创 造 性 地 引 
进 了 一 种 基本 的 技巧 ,就 是 对 形式 系统 中 的 符号 、 
公式 、 证 明 都 以 自然 数 进行 编码 ， 这 个 做 法 目前 
已 发 展 成 为 逻辑 学 和 其 他 一 些 学 科 中 的 一 种 方 
法 ， 一 般 来 说 信息 可 以 用 英语 、 汉 语 等 自然 语言 
表述 . 也 可 以 用 形式 语言 表述 . 为 了 精确 讨论 、 伟 
递 或 处 理 信息 ， 特 别 是 有 了 电子 计算 机 以 后 ， 把 
信息 转换 成 数值 形式 大 有 好 处 ， 有 时 甚至 可 以 说 
是 本 质 的 ， 因 为 把 信息 转换 成 数值 ， 在 理论 上 和 
应 用 上 都 获得 了 创造 性 的 成 功 ， 这 里 ， 哥 德尔 应 
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用 编码 成 功 地 证 明了 不 完全 性 定理 ， 就 是 理论 上 
的 创造 性 成 果 之 一 . " 

哥 德 尔 方法 不 很 复杂 ， 他 对 一 阶 算术 YS 
码 , 就 是 对 人 中 的 每 个 符号 , 合式 公式 , 合式 公 
式 序列 (如 证 明 ), 都 按 确定 的 规则 指派 一 个 自然 
由 于 指派 只 要 求 做 到 不 同 的 符号 ,不同 的 公式 ,不 
同 的 公式 串 ， 必 须 对 应 不 同 的 自然 数 ， 为 此 ， 指 
派 的 具体 方法 是 可 以 多 样 的 . 下面 给 出 的 是 编码 
方法 之 一 . 我 们 以 下 规定 9(Y ) 二 13, 表示 给 一 阶 
语言 中 的 符号 Y 以 哥 德 尔 数 13, 各 个 符号 的 哥 德 


尔 数 规定 如 下 : 
g(()=3 
g O)=5 
g (,)=7 
g (4 )=9 
g (>) =11 
g (Y )=13 
g (xe) =7+ 8k $F Den 
g (ar) =9+8k k=1,2, 
g fx") =114+8X (2"X3*) n=1,2, 
k=1,2," 
g (Pe)=13+8X (2"X 3°) 1 一 1, 2 
& 一 1,2， 
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这 里 ， 容 易 看 到 ， 所 有 符号 都 被 指派 了 奇 正 整数 
的 哥 德 尔 数 ， 并 且 不 同 的 符号 都 被 指派 不 同 的 奇 
正 整数 .也 容易 看 到 ， 只 要 任意 给 出 的 一 个 奇 正 
整数 对 应 某 个 符号 的 话 ， 通 过 因子 分 解 ， 总 能 很 
容易 地 写 出 那个 符号 ， 当 然 ， 在 某 种 特殊 的 语言 
中 《如 一 阶 算术 中 ), 就 并 非 所 有 一 般 的 一 阶 语言 
中 的 符号 都 要 用 到 ， 所 以 它们 的 哥 德 尔 数 也 并 不 
一 定 要 用 到 ， 此 外 ， 还 要 指出 的 是 ， 并 非 所 有 的 
奇 正 整 数 ， 都 是 某 种 形式 语言 中 符号 的 哥 德 尔 
数 . 

例 3. 7 求 对 应 于 奇 正 整 数 65 WAS. 

解 | | 
如 果 65 是 某 个 符号 的 哥 德 尔 数 的 话 , 由 于 
G) >V 的 哥 德 尔 数 都 比 它 小 ,所 以 65 只 有 
是 Tirar fio Pe 中 之 一 .我 们 先 用 8 去 除 它 有 

65=8 K8+1=8X7+9= 9 (az) 
所 以 ，65 对 应 的 符号 是 ar. 

例 3. 8 求 对 应 于 299 的 符号 

a 

299=8 X 36 +11=11+8X (27x3) = 
CF) 所 以 ，299 SVAN APS SS. 

现在 进一步 对 每 个 合式 公式 〈 即 符合 形成 规 
则 的 符号 串 〉 指 派 哥 德尔 码 数 . DS uis Urs s i 
是 系统 中 的 符号 ， 用 wt-…ui 表示 合式 公式 ， 我 
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们 规定 
g unuz u) =2 P X 39 X wee X PLP 
其 中 P 表示 第 & 个 奇 素 数 ， 忆 ,一 2， 容 易 看 出 与 
某 个 公式 对 应 的 哥 德 尔 数 是 唯一 的 偶数 ， 并 且 也 
易 看 出 ,如果 某 个 偶数 是 某 公 式 的 哥 德 尔 数 的 话 ， 
只 需 对 它 进 行 因数 分 解 就 可 以 找到 对 应 的 公式 ， 
并 且 根 据 因 数 分 解 唯一 性 定理 ， 对 应 的 公式 是 唯 
一 的 . 
例 3. 9 计算 (PY is zs) >P (z1)) 的 
解 
g ((PiCziyzz) 一 Pi(Czl))) 
= 29 x BVPI) X50 x FEED 4496) xX 
139° X17 x 199? X23 OD X29 OX 
319) 379 x 449 
= 23x 3 x 58 x 75K 117 X 137 X175 X 
19" X 23" X 29° X 319 X37 K ALS, 
Hi) 3.10 求 对 应 于 2*xX3%X5x7sX11 的 
BABAK. | 
解 
2° 3! x 59K 7 X11 
== 99 Ox 39 (PID X 59 O x 79 2D yy 4160 
=g (~ Pi(zi)) 
所 以 ， 对 应 的 公式 为 4 Pl (x) 
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注意 :这 里 有 一 个 区 分 哥 德 尔 数 对 应 的 是 符号 、 还 
是 公式 的 方便 的 方法 . 符号 的 码 数 一 定 是 奇数 ,而 
公式 的 码 数 中 必然 出 现 2 ASE. ATLA DA 
偶数 ， 因 此 ， 当 某 个 自然 数 为 哥 德 尔 数 时 ， 如 果 
它 为 奇数 ， 就 不 能 对 应 公式 ; 如 果 它 为 偶数 ， 就 
应 该 对 应 公式 . 

现在 再 进一步 , 对 证 明 (公式 的 有 限 序 列 , 或 
AAP) 指派 哥 德 尔 数 . FSi, Sop os SLAB 
式 序列 ， 规 定 

g (51 95299 95, = 29 SY XK 39 K oe 

> A 

注意 : 显然 ， 公 式 串 的 哥 德 尔 数 也 是 偶数 ， 因 为 
它 也 出 现 2 SES URE. SAS sk AY BF 
德尔 数 都 是 偶数 ， 对 它们 区 分 也 很 方便 ， 公 式 的 
可 德尔 数 的 素数 分 解 中 只 出 现 2 War Es 公 
式 串 中 却 出 现 的 是 2 ARE. 至 此 ， 我 们 已 
经 清楚 地 看 到 了 对 形式 系统 的 符号 、 公 式 、 证 明 ， 
如 何 进 行 哥 德 尔 编码 的 方法 ， 哥 德尔 使 用 编码 的 
目的 ， 在 于 把 关于 作为 形式 系统 的 一 阶 算术 VY 
的 对 象 的 断定 , 转换 为 关于 直观 算术 N 中 的 自然 
数 的 断定 ， 也 就 是 说 ， 通 过 编码 ， 使 得 形式 系统 
中 对 象 理 论 的 好 些 属 性 都 能 在 自然 数 中 反映 出 
来 ， 尤 其 是 有 关 对 象 理论 的 元 定理 也 都 可 以 表示 
为 关于 目 然 数 的 定理 ， 
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例如 : “公式 序列 A, Azs oa) BL, , A 
是 公式 -zx 在 一 阶 算术 -ez 中 的 一 个 证 明 ,” 是 使 
用 元 语言 对 形式 系统 性 质 的 一 个 断定 ， 它 是 一 个 
元 命题 ， 它 断定 了 : 公式 的 一 个 有 限 序列 和 一 个 
特殊 公式 之 间 存 在 着 一 种 关系 ， 由 于 ， 通 过 机 德 
尔 编码 ， 可 以 知道 : 公式 序列 271, Loy Las 
A 的 哥 德 尔 数 为 m, 特殊 公式 -ef 的 哥 德 尔 数 为 
n.， 因 此， 可 以 将 上 述 元 命题 转换 为 关于 自然 数 
(BRED min 之 间 的 关系 . 当 我 们 用 元 语言 
中 符号 P 去 表示 时 ， 它 的 定义 应 是 : 定义 在 Dy 
上 的 一 个 2 元 关系 Pf Om, n) 成 立 ， 当 且 仅 当 ， 
n 是 人 中 某 公式 的 哥 德 尔 数 ，m 是 该 公式 在 -个 
中 的 一 个 证 明 序列 的 哥 德 尔 数 . 现在 可 以 看 到 , 通 
过 哥 德 尔 编码 确实 能 把 关于 一 阶 算术 的 断定 转换 
为 关于 自然 数 的 断定 . 也 就 是 说 , 把 形式 算术 -人 
中 的 断定 转换 为 关于 直观 算术 入 中 的 断定 . 实现 
第 一 种 转换 ， 


3， 可 表达 性 


可 表达 是 一 阶 系 统 和 它 的 解释 、 模 型 之 间 的 

一 种 关系 ， 以 前 曾经 说 过 : 解释 是 由 与 形式 语言 

中 初始 符号 对 应 的 元 素 集 合 的 组 ， 包 括 与 个 体 变 

元 对 应 的 论 域 ， 与 函数 符号 对 应 的 定义 在 论 域 上 
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的 函数 集合 ， 与 谓词 符号 对 应 的 定义 在 论 域 上 的 
关系 集合 , 与 个 体 常 元 对 应 特 指 元 素 等 . 实际 上 ， 
解释 是 一 个 具有 一 定 结构 的 集合 ， 所 以 也 有 人 把 
解释 称 为 结构 . 模型 是 一 个 满足 某 些 条 件 的 解释 . 
如 一 阶 系统 的 定理 在 其 中 皆 真 的 解释 ， 就 是 该 系 
统 的 模型 ， 与 系统 相 比较 ， 解 释 和 模型 都 是 对 立 
物 ， 需 要 注意 的 是 ， 当 我 们 把 解释 的 进程 看 成 是 
从 抽象 的 形式 系统 到 直观 的 模型 时 ， 我 们 将 要 叙 
述 的 表达 的 进程 ， 恰 好 相反 ， 是 从 直观 的 模型 到 
抽象 的 形式 系统 .说 得 简洁 一 些 ， 表 达 是 解释 的 
逆 过 程 ， | | 

前 面 还 说 到 过 一 阶 算术 人 中 的 项 0 ,可 以 
解释 为 自然 数 集合 N 的 自然 数 n; N 中 的 自然 数 
n 可 用 . 中 的 项 OCRE. N 中 的 有 关 谓 词 符 
号 、 函 数 符号 可 以 解释 为 定义 在 D。( 这 里 就 是 
. N) 上 的 关系 和 函数 , 现在 要 间 反 过 来 行 吗 ? 也 就 
是 说 定义 在 Dy, 即 定义 在 N 上 的 关系 、 函数 , 是 
否 都 可 用 .人 洲 中 的 公式 加 以 表达 ? 这 就 是 所 谓 的 
“是 否 可 表达 ”问题 . 为 此 , 我 们 需要 介绍 精确 的 
“可 表达 性 ”一 词 的 含义 , 并 进而 陈述 可 表达 的 条 
件 ， 现 在 我 们 通过 实例 来 引进 概念 . 

例 3. 11 定义 在 自然 数 集合 Dy 上 的 相等 关 
AR, 具有 以 下 性 质 ， 对 于 任意 的 m,nE&Dw， 
(1) WÈ m=n, RAE CO™=0) © 
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(2) WR mæn, Apa (0 二 0) 

证 明 

(1) 因为 根据 假设 xm 二 n 知道 ,m,n ÆN H 
的 对 应 项 0”，0" 显 然 是 同一 个 项 ， 因 而 0™ = 
0 是 特有 公理 《E1) 的 代入 实例 , 当然 它 应 该 是 
N PHE, ME 

Ẹ (0™ =: 9%) 

(2) AAS mAn 时 ， 可 以 设 m<n 不 失 一 
般 性 )， 此 时 , 必 存 在 &>0, E n=mtk. EB 
术 特 有 公理 (N2*), 4m>0nh, E 


L (0 _ gimth_, g@-) = 0OC 二 一 1) 
NV 


b (0V =06t 09? >0V=0%) 
应 用 三 段 论 多 次 ， 就 有 
ly (00 = 0t) >00 — Of) 
根据 &>0， 当 时 & 一 1ED， 并 且 有 
k k— 1 
Woy Wo OINI 
kp COM! = (Ole!) 
BẸ 
b (0® 一 Ce 
这 样 我 们 就 有 : 
b (0 ”一 0 ” 一 0 = orn) 
用 假 言 易 位 重 言 式 , 就 有 
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ka (0®= COMP) > (COMM) 
而 公理 (N1 x* ) 给 出 

ba C= (0 °°)’) 
上 两 式 分 离 得 

bpa (Oo) 
即 
1 (0m=0") 

定义 在 目 然 数 集 的 关系 R( 即 m=n) 具有 性 
质 (1), (2), RATER R EN AT ASE COM = 
0 中 表达 . E 

B3. 12 WFR m, n€Dy, A 


(1) b (Ot = 9™ +9) 
(2) k Cor”=0" x0”) 
证 明 
(1) 


我 们 在 元 语言 中 ， 对 n 进行 归纳 . 
先 设 n 二 0， 显 然 ， 根据 N3) 有 
b (Ot? = oo +0) 

现在 设 
H (ot = 0 +9) 

要 求证 明 
上 (Qt eH) — 0m toetD) 

H (E2) 和 (N4') 有 
b (Ot)! 一 (00y 


* 140- 


人 co”) 
三 段 论 知 

0 
考虑 到 


Qatar — (07ta y 


geto (gy! 
所 以 有 

(07ta Am tD) © 
用 类 似 方法 可 以 证 明 《2)， 这 里 从 略 . 

例 3. 13 Dx 上 的 小 于 关系 二 ,具有 如 下 性 
质 : 

(1) MR mn, Ap O00). 

(2) WR mn, HA pa OK), 

证 

(1) 

MWR m<n, RRMA n=m+k RF 
0)， 由 下 面 定理 知 

上 上 0” 一 gut» 

由 上 知 

bo? = 040P 
由 于 kA0, BIRO” 40, UA 

p COM=0+0") A (O40) 
通过 存在 概括 有 

bk GA xn) OV =0 +2, AZ 天 0) 
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据 定 义 ， 即 

人 00) 

(2) 如 果 sm， 有 了 和 人 7 或 m=n. 

当 和 2 盖头 时 ， 同 上 可 证 

b (0m>0") 

当 m=n 时 ， 可 得 

(0 =®) 
ee EE m>n 或 m= 二 n 时 ， 有 

p Om aom V (0™ =0") 
根据 定义 ， 即 

ta Os”) 
我 们 也 说 , 定义 在 Dy 上 的 小 于 关系 ,可 用 -汉中 
公式 0™ OM FIA. 现在 引进 在 人 中 可 表达 的 
一 般 定 义 . 

定义 3. 14 一 个 卓然 数 域 Dy 上 的 天 元 关 
系 R 称 为 在 YY 中 是 可 表达 的 ,如 果 在 .Y 中 存在 
一 个 天 个 且 由 变 元 的 合式 公式 LY (Tis Tzs s 
La), (ER FER H RR ns eo nsE€EDy, 都 有 : 

(1) WÈ R (m, s n) HEN PRZ, 那么 

E (OP, w, OM) 

(2) WRR (m, s nd) 在 入 中 不 成 立 ， 
那么 

ba (OM, se, OM) 

由 这 个 定义 知道 ,相等 关系 和 小 于 关系 在 人 
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中 都 是 可 表达 的 . 

我 们 还 可 以 看 另外 的 例子 ， 自然数 集合 的 子 
集 可 以 看 成 是 1 元 关系 .， 即 如 果 4 是 Dw 的 一 个 
子 集 ， 那 么 它 可 以 看 成 是 1 KA “ECA”. YA 
为 偶数 集合 时 ，N EWER “CA” IHN PH 
公式 ; (Aix) (zs X02 =x) Bik. 当然， 此 时 ， 
这 个 公式 的 一 个 解释 就 是 “E A”. 

我 们 下 面 将 叙述 函数 的 可 表达 性 .所谓 国 数 
其 实 也 是 一 种 关系 ,是 一 种 满足 一 定 条 件 的 关系 . 
一 般 情 况 下 , 一 个 Dy ER (+1) RA R, W 
采 满 足 条 件 ; 对 于 任意 ni,，…，n:E Dy, BEE 
一 个 m E Dy, IRR (m, t, nes Meer) 成 立 ， 
那么 我 们 就 把 这 个 (十 1) 元 关系 R 叫做 一 个 n 
元 函数 . 这 个 条 件 其 实 就 是 函数 值 单 值 性 条 件 ,或 
称 唯 一 性 条 件 . 可 见 ， 当 想 用 关系 的 可 表达 性 概 
念 来 定义 函数 的 可 表达 性 时 ， 需 要 考虑 单 值 性 条 
件 . 

定义 3. 15 一 个 定义 在 Dy 上 的 天 WAX 
PAT VY 中 是 可 表达 的 ， 如 果 在 VP EA 
(RE 十 1) 元 关系 ) 可 由 带 & 十 1 个 自由 个 体 变 元 的 公 
式 ex 表达 ; 并 且 使 得 对 于 任意 的 1，…, mE Dy 
有 


b CA 1241) AL (OP, oe, ae" Levi) 


符号 号 ,” 表 示 “ 存 在 唯一 的 ” 
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据 此 定义 ， 我 们 可 以 验证 一 系列 函数 的 可 表达 
例 3.16 在 自然 数 集 Dy 上 定义 的 下 列 函数 


是 可 表达 的 : 
(1) f Gn, n) =m-+n 
(2) g (m)=2m 
证 明 


当 我 们 令 A 《zi，Zzz，ZX3) 为 公式 r52 + 
zo Wf, (1) 的 证 明 转 化 为 证 明 以 下 三 点 : 
Ci) WR p=mt+n, BHA LO” =0™ + 


Qo” | 
Gi) 如 果 pAm+n, PAE (0% =0% + 
0”) | 
Gid & (iz) (zs=0" +0% ) 
即 


& G za) Cap =0 +07 A (V x) Cri = 0 
十 0 中 一 x 一 x;) 

G) 和 (Gi) 是 3. 11 和 上 (0 十 0 = 
07t) 的 直接 推论 ,现在 只 需 证 单 值 条 件 Gii)， 
我 们 证 明 如 下 ; 因为 

EO =O 0 ) 

HARER 

p OP =9 0): = ta) 

== 0) 4 QM» 7 = Qt” 
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分 离 得 


k= 0-402, = 00) 
全 称 概括 | 
Eve CY Xi) (7;=0° 0r; =0”+) 


与 上 面 公式 合 取得 
la (0AE = 9 1 9@ A (Y =) Gz 
=O 490% sy = Qtr) 


k (dx) Ca3=0 +07 A (V az) Cz =0” 
HOr; =x) 
BPO 
& G ir) (r; =0™® +0®) 

我 们 令 -o (ts 22) 是 公式 r=, X0, 
(2) 的 证 明 就 转化 为 去 证 明 ; 对 每 个 m,n€ Dy, 
都 有 

G) MRn=2m, MBA LOW =0" x0” 

Gi) WR nA2m, WAL 407 ==0% x 
0) 

Gi) (44a) Ga 07" X0) 

对 于 a) 我 们 假设 n=2m. 


ow x O02 = OQ™) x o” ga E 
= com X0) +0% (N6!) 
= LAO XO +0™+0™ (N6') 
= (0+0%) +0 (N5') 


* 145» 


=0 40 (N3') 


aga, 前 例 
02m 
= 0 


即 上 (0 X02 =0) 

对 于 GD, Bi nÆ2m 时 ， 就 有 
ba (0° =0®) 

由 于 ， 

000 
所 以 ， 由 (E2) 有 

bs CO" =0" xo”) 
对 于 Git) 的 证 明 同 上 例 ， 这 里 从 略 . 

我 们 把 Z a) =0, S (x) ==z 十 1 分 别称 为 
零 函 数 和 后 继 函 数 ， 它 们 现在 都 是 1 元 函数 ， 其 
实 零 函数 可 以 推广 为 多 元 函数 . 同时 我 们 还 把 
(xis 5 te) 二 xi 称 为 投影 函数 , Ui WR TAR 
元 为 x15 ts Zz， 函数 值 为 第 i 个 自 变 元 zx. FE 
例题 ， 分 别 证 明 零 函数 ， 后 继 函 数 ， 投 射 范 数 的 
可 表达 性 . 

例 3，17 零 函 数 Z (x) =0 是 可 表达 的 . 

Ay A (415 Xs) 为 (ry =2, Az:=0), HERT 
要 求证 明 : 

G) MZ im) =p, ABA 
h Com=0” A 0 =0) 


N 
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Gi) WEZ Gm) Ap, HA 

ba (om =0™ A 0 =0) 

Git) & (G izz) CO =0% 人 zz 一 0) 

”证明 

对 于 GO, WRZ Gm) =p, RA p=0, 此 
时 : 0°? =O A OP =0, TARN 中 的 定理 , 所 
以 有 

(0m=0"A0nW=0) 

对 于 GD, WRZ (m) AP, BA pA, 从 
ma (0 二 0) 是 -人 中 的 定理 (N1 )， 此 时 有 

b (co =0® As (0 =0)) . 
可 以 推出 

bq 《07 一 0” 人 人 02 一 0) 

为 了 证 明 Gi), RAWH p G la.) (a= 
O), 即 只 要 证 明 G r:) (zx2 二 0A WV xi) (Xi 二 
0—> zx; =x). 因为 下 式 成 立 : 
bk (0=0A (V x) Gi=0>z;=0)) 
通过 存在 概括 可 得 
bk Ga) (250A WV x) (x 

一 0 一 2 一 2z)) 


例 3. 18 后 继 函 数 S (x) =z 十 1 是 可 表达 


AY ACLA Xx; 二 《zx1)' ,此 时 要 求证 明 
G) 如 果 S Gn) =n, WA 
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0" Cory) 

Gi) MRS Gn) An, AA 

pa Com = Qm) 

Gii) b CA iz.) (zs= (7X1)') 

证 明 

对 于 G), MRS (m) =n, n=m+1, WY 


有 

H (OO 
即 

go = (Oo)! | 

对 于 Gi), WR S (m) An, nAmt+1, MU 
A 


O70") 

对 于 Gii)， 可 用 上 例 的 类 似 方法 证 明 . 

注意 :在 证 明 一 个 & 元 函数 了 人 可 由 带 & 十 1 H 
由 变 元 的 公式 -x 表达 时 , 一般 要 证 明 三 点 : 即 对 
于 任意 的 n1，…， mii€ Dw， 有 

O) HF Gn, oy me) Snai BE O", 

p OP, OH) 

(2) GS Ons s m) Fras AEA 
(Oe, eee, ow. Qt) 

(3) CF regi) wy COMP, sry OM, rays) 
Z a), (2) RH k TRR S UEN k+1 
元 关系 由 -人 中 带 & 十 1 个 自由 变 元 的 公式 vy 
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(ary “ty Tey Ti) 表达 .条件 (3) 表明 函数 的 
单 值 性 条 件 . 我 们 在 证 明 某 些 函数 的 可 表达 性 时 ， 
也 是 这 样 做 的 ， 其实， 不 难 证 明 由 条 件 〈1)、 
(3) 可 以 一 般 地 推 得 条 件 (2)， 于 是 ， 今 后 在 证 
明 函 数 的 可 表 性 时 ， 只 需 证 明 条 件 (1)，(3) 成 
立即 可 . | 

至 今 ， 我 们 已 经 花 了 不 少 笔墨 介绍 可 表达 性 
Q, 有 些 读 者 可 能 想到 两 个 问题 : (一) 定义 在 
自然 数 集合 上 的 函数 、 关 系 , EY 中 是 否 都 可 表 
达 ? (二 ) 可 表达 的 条 件 是 什么 ? 

关于 问题 (一 )， 比 较 容 易 回 答 ， 因 为 一 阶 

语言 中 的 合式 公式 是 可 数 的 ， 而 定义 在 Dy 上 的 
函数 却 有 不 可 数 个 ， 所 以 当然 有 些 函 数 是 不 可 表 
达 的 . 同 理 有 些 关系 也 是 不 可 表达 的 ， 关 于 问题 
(二 )， 我 们 可 以 给 出 一 个 结论 : Dy 上 的 函数 CE 
AEN 中 可 表达 的 条 件 是 ， 该 函数 〈 关 
A) 是 递归 的 . 这 需要 花 许多 功夫 才能 说 明 
H. 


4. 递归 函数 和 递归 关系 


递归 一 词 来 自 拉丁 文 recurse, 原来 意 指 往 回 

跑 、 召 回 等 ， 我 们 现在 把 递归 理解 为 借助 于 “ 回 

归 ” 把 未 知 的 归结 为 已 知 的 . 所谓 递归 函数 是 一 
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种 数论 函数 ， 也 就 是 说 这 种 函数 的 定义 域 和 值 域 
都 是 自然 数 ， 并 且 对 未 知 值 的 计算 往往 要 回归 到 
已 知 值 才能 求 出 .现在 看 一 个 古典 的 例子 : 

十 三 世纪 斐 波 纳 奇 以 商人 的 身份 在 东方 旅 
游 . 在 回转 时 ， 写 了 充满 在 旅行 中 搜集 到 的 算术 
和 代数 材料 的 “算盘 之 书 ” (Liber Abaci 1202 
年 )， 其 中 有 这 样 的 问题 : 

.如果 每 一 对 兔子 每 月 生产 一 对 新 的 兔子 ， 而 
每 一 对 新 的 兔子 在 第 二 个 月 也 会 生产 ， 现 在 假设 
不 发 生 兔 子 的 死亡 ， 问 一 年 中 由 一 对 兔子 能 生出 
多 少 对 来 ? | 

当 不 包括 原来 一 对 兔子 时 , 第 0, 1, 2, 3, 0 
月 ， 出 生 的 兔子 对 数 分 别 是 :; 

0，1，1，2，3，5，8，13，… 这 个 数列 
延伸 下 去 ， 就 构成 斐 波 纳 奇 数列 ， 它 可 以 用 斐 波 
纳 奇 函数 作为 通 项 ER at R E A E 
的 : 

F (0) =0 

F (1) =1. | 

F (n+2) =F (n) +F (n+1) 


它 表 示 开 始 时 (第 0 H), 没有 新 出 生 的 兔子 (0 对 


兔子 ), 第 1 月 有 一 对 新 兔子 , …, 第 (n 十 2) 月 的 

新 兔子 对 的 数目 ,是 第 月 与 第 (n 十 1) AK 

子 对 数目 之 和 . 例如, 第 6 月 的 兔子 对 的 数目 8， 
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合 是 第 4 月 3 对 新 兔子 和 第 5 月 5 对 
新 兔子 的 和 . 这 里 求 第 (2 十 2) 月 的 新 兔子 对 
数 〈 实 际 上 是 水 数值 );， 需 要 回归 到 求 第 n 月 和 
第 (n 十 1) 月 的 新 兔子 对 数 , 即 相 对 于 n,n 十 1 的 
了 消 数值 。 可 见 韭 波 纳 奇 函数 是 早期 的 人 递归 孔 数 实 
例 . 

当然 递归 函数 的 现代 研究 ， 还 是 哥 德 尔 在 证 
明 不 完全 性 定理 时 开始 的 ， 它 可 用 作 可 表达 的 充 
分 条 件 . 近年 来 递归 函数 在 计算 机 科学 中 有 重要 
应 用 ， 获 得 了 迅速 的 发 展 ， 现 在 我 们 给 出 递归 函 
数 的 定义 ， 定 义 步骤 是 : 先 给 出 一 些 作为 基础 的 
递归 函数 ， 称 为 基本 函数 ， 它 们 是 零 函 数 ， 后 继 
函数 ， 射 影 函 数 ; 然后 给 出 一 些 构造 生成 新 的 递 
归 函 数 的 基本 规则 ， 从 基本 函数 出 发 ， 通 过 重复 
使 用 基本 规则 ， 生 成 所 有 递归 函数 . 

定义 3，19 “基本 函数 为 以 下 数论 函数 : 

1， 零 函数 Z; Z (xe) =0, 对 所 有 r. 

2. Wake S: S Ce) 二 x 十 1， 对 所 有 x. 

3. 射影 函数 US: UF (ays s 2a) 二 Xx;， 对 
所 有 Zis y Lh. 

定义 3. 20 ”基本 规则 为 以 下 规则 

1. 合成 : 如 果 g 为 有 人 个 自 变 元 的 函 
数 ; 且 对 每 个 i GSI), h Ak RRM, WA 
由 


si 


T (tro s te) =9 Oy Cts ss Sas os 
h; (xis ***, xe)) 

定义 的 上 元 函数 S, 称 为 由 9 Al his oe, h; 的 
合成 . 

1. $H: 如 果 g 是 和 元 函数 , AERA 元 
pea, ABA A 

f (ayy e, ay 0) =g Cti, t, qa) 

f Cars 5 tes y+1) =h Cris o> Lrs ys 
F Cr ws aas y)) 
定义 的 & 十 1 元 函数 ， 叫 做 由 9 AA R. 注意 
24 k=0 Rf, zis ee, e FPR, 此 时 上 述 可 简 
化 成 | 

f (0) =a (一 个 固定 的 目 然 数 ) 

f (y+1) =h (y, f OD 

I .最 小 数 运算 : 令 & 十 1 元 函数 9 具有 这 样 
的 性 质 : 对 于 每 个 zi，…, ry BDA y, 使 得 
g (List? Lae y) =0. 此 时 ,由 

SF Cais ty Ln) SMERF: (9 (zzZi 

y) 一 0) 的 诸 y 中 的 最 小 的 一 个 . 
定义 的 & 元 函数 f, 称 为 由 g 通过 最 小 数 (或 zx 运 
算 而 得 .这 里 我 们 把 能 使 条 件 g Ca, vy t y) 
=0 成 立 的 最 小 数 y， 记 作 py Cy Cris ts Tas 
y) 一 0 

定义 3. 21 一 个 数论 函数 是 递归 的 , MRE 
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能 由 基本 函数 , 通过 有 限 次 运用 基本 规则 工 ，I ， 
E 而 得 ， 

一 个 数论 函数 是 原始 递归 的 ， 如 果 它 能 由 基 
本 函数 , 通过 有 限 次 运用 基本 规则 1 ,1 而 得 . 显 
然 ， 由 定义 知 原始 递归 函数 必定 是 递归 函数 ， 反 
之 不 必然 ,下面 介绍 一 些 常 用 的 (原始 ) TRUS RR 
数 实例 : | 

BI 3. 22 ARAMA. AA (z， 
y) =2t+y 表示 和 函数 ， 有 

Z 十 0 一 并 

Z 十 〈y 十 1) =S (r+y) 


即 

fr Crs 0) =U! Cr) 

fi Gey yF =S O (x, y) 
APL, A, 可 由 射影 函数 U1 和 后 继 函 数 $ 递归 而 
得 ， 所 以 和 图 数 是 原始 递归 的 . 

例 3. 23 积 函 数 是 原始 递归 的 . AS. CG, 
y) 二 ZXy 表示 积 函数 ， 有 

xrK0=0 - 

zX (y+1) = (7X) +a 
即 

Ja Ges 0) =Z (2) 

fa (ay y+1) =fi (z (a, y), x) 
可 见 ，fs 可 由 零 函 数 和 原始 递归 函数 fi 通过 递 
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归 而 得 ， 所 以 积 函 数 是 原始 递归 的 . 

例 3. 24 常 函数 是 原始 递归 的 . 用 了 表示 值 
为 有 的 常 函 数 ， 因 为 它 可 以 写成 : 

f(O=k, 

fly+1)=Ui(y, f(y)) 
可 见 , f 可 由 射影 函数 U3 通过 递归 而 得 , CER 
始 递归 的 . 

例 3.25 用 下 列 解 析 式 定义 的 函数 sy sg 
是 原始 递归 的 . 


7 上 ,如 果 y=0 
ene 
?11, 如 果 y 关 0 


= (y) ‘on ee 
AY a 
”> 1o, 如 果 yz0 


因为 ， 它 们 可 以 分 别 写成 ; 
sg (0)=0 
sg (y 十 1) 二 1( 常 函数 ) 


sg (0) 一 1 

sg (y+1) =0 
Bl sg ,sg AERX ARBOR BIA. 所 
以 都 是 原始 递归 的 . | 

例 3.26 函数 ”msz(Cy) 王 用 2 除 y 后 的 余 项 ， 
它 是 原始 递归 的 .因为 可 以 写成 

rm,(0)=0 
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rm,(y+1)=sg (rm,(y)). 
例 3.27 用 以 下 解析 式 定 义 的 函数 f l, 


y) 是 递归 的 ， 

I Zz 十 y 为 偶数 时 

| 1,4 Z 十 y 为 奇数 时 

因为 它 可 以 写成 

fry)=rm (rt y)=rm, f(x, y)) 
而 有 i 和 rms 是 原始 递归 的 ， 所 以 也是. 

例 3.28 用 以 下 解析 式 定 义 的 函数 了 是 原 
始 递归 的 

oye 0 

po y z=0 
因为 可 以 写成 ， 

p(0)=0 

plyt) =y 
所 以 p 是 原始 递归 的 . 

例 3.29 用 以 下 解析 式 定义 的 函数 是 原始 
递归 的 . | 

”jz 一 y， 当 XZ 之 时 

+ 当 z<y 时 
因为 可 以 写成 ， 

zr—-0=2 

a—(ytl=p(rty) 
它 相 当 于 差 函 数 ， 是 原始 递归 的 ， 纯 粹 的 减 函 数 
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会 引出 负数 ,我 们 在 这 里 不 加 讨论 . 

下 面 我 们 将 讨论 递归 关系 . 关于 可 表达 性 ,我 
们 是 先 叙 述 关系 的 可 表达 性 ， 然 后 再 把 它 推广 到 
函数 的 可 表达 性 . 这 里 关于 递归 性 的 叙述 却 相反 ， 
我 们 先 叙 述 函 数 的 递归 性 ， 然 后 再 把 它 推广 到 关 
系 的 递归 性 ， 其 媒介 是 对 关系 引进 特征 也 
数 . | 7 

定义 3.30 令 R 为 定义 在 自然 数 集 上 的 
元 关系 ，R 的 特征 函数 Ce 定义 如 下 : 

Cr (E MTT L) =; 

0, YR (m, e, n) 成 立时 

H 当 R (m, ots n) 不 成 立时 

定义 KAR 是 递归 的 , 如果 a 
Ce 是 递归 的 ， 

以 下 关系 是 递归 的 : 

例 3. 31 令 R 为 如 下 定义 的 2 元 关系 R(xz， 
y) 成 立 , 4AM4, x 十 y 为 偶数 . 我 们 可 以 写 出 


ee Zz 十 > 为 偶数 时 
1， 当 rty 为 奇数 时 
前 面 已 经 证 明 过 函数 f(z,y) 是 递归 的 , 由 定义 ， 
R (a, y) 是 递归 的 . 
例 3. 32 2 元 关系 三 是 递归 的 . 写 出 它 的 特 
征 函 数 . | 
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0,4 mn 
g y) =] 


1, “4m>n | 
可 以 改写 成 
g (zy) 一 39 (ry) 

显然 是 递归 函数 ， 所 以 2 元 关系 委 是 递归 的 . 

前 面 说 到 过 ， 集 合 也 是 一 种 关系 ， 因 而 递归 
性 概念 也 可 以 用 于 集合 .前 面 还 说 到 过 ， 自 然 数 
的 子 集 ASD, 可 以 看 成 是 1 元 关系 “E 4. 因 
此 ， 一 个 集合 的 特征 函数 ， 恰 是 相应 的 1 元 关系 
的 特征 函数 . 所 以 我 们 可 以 规定 ,如 果 “E 4? 的 特 
征 函 数 递归 时 ， 我 们 就 称 集合 4 为 递归 
集 . 

例 3.33 以 下 集合 是 递归 的 . 

(1) 集合 Dy 是 递归 的 ， 因 为 它 的 特征 函 


数 
大 (z) 一 0, 对 任意 x 
EF KX. 

0 FRYER HW, By E H EE 
数 
f(z)=1 ,对 任意 x 
Fe his PR RL. 

(3) 偶数 集 是 递归 的 ， 因 为 它 的 特征 函数 
AD- 人 , 当 工 是 偶数 时 
1, 当 zz 是 奇数 时 
(4) 单元 子 集 是 递归 的 
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证 
我 们 必须 对 每 个 目 然 数 &， 证 明 由 解析 式 


0, 4 r=k 
Sa =d 
”1, 反 之 


给 出 的 函数 5; 是 递归 的 . 现在 通过 对 进行 归纳 
HERR. 


0,247 70 
SoC ) 一 
Da Z 天 0 


So 恰 是 SJ ， 所 以 是 递归 的 . | 
归纳 步骤 : Bik e>0, AS. BIAS, E 


0,74 ree 
Si ) = 


时 


综 上 ， 我 们 有 
| S;(0)=1 
Si(z 十 1) 一 Si-1(X) ,对 每 个 z 
FE, S 是 由 S， 1 通过 递归 而 得 ， 而 由 于 假设 
So EAH, Br S; 也 是 递归 的 . | 
综 上 由 归纳 法 知 , 对 于 每 个 自然 数 &,S* 是 递 
JA BY. | 
(5) 每 个 自然 数 集 的 有 限 子 集 是 递归 的 .这 
个 命题 是 (4) 和 下 述 定 理 的 推论 . 
定理 3. 34 如 果 k 元 关系 R,S 是 递归 的 , 那 
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AR, RAS, RVS 等 关系 也 是 递归 的 . 

我 们 先 说 明 R, RAS, RVS F 元 关系 的 意 
义 ， 然 后 证 明定 理 

对 一 给 定 的 元 组 满足 KR, 当 且 仅 当 , 该 元 
组 不 满足 R. 

对 一 给 定 的 元 组 满足 RAS, 当 且 仅 当 ,该 
k 元 组 同时 满足 R 和 5. 

对 一 给 定 的 元 组 满足 RVS, 当 且 仅 当 ,该 
k TAWE R, RWE S. | 

证 

因为 R 的 特征 函数 是 sg (Ce) Bil 

CRC ais xed =sg (Cr Tis Th)) 

CRASCZ1，… Xe) 

=sg (Cr Tis ZTE) Cs Xi, te) Crys 

C21 9°°* sXe) 

| 一 CRCZI L) XC 5 C2y 92? 9 Ze) 
由 于 R,S 递归 ,所 以 Ce, Cs 也 递归 , 再 加 上 sg ， 
Sg A+, X 是 递归 的 , 所 以 Cr， Ckns，Cavs 也 是 
递归 的 . 

由 上 很 易 推 得 , 对 于 任意 的 递归 集 4、B , € 
们 的 补 、 交 、 并 都 是 递归 的 . 

考虑 到 有 限 子 集 可 以 写成 有 限 个 单元 集 之 并 
集 ， 可 见 有 限 子 集 也 是 递归 集 . 

递归 理论 目前 已 经 发 展 得 非常 丰富 ， 由 于 我 
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们 在 这 里 介绍 它 ， 主 要 是 为 了 完成 不 完全 性 定理 
的 证 明 .故我 们 只 介绍 它们 的 一 些 基础 知识 ， 有 
了 它们 ， 我 们 已 能 证 明 可 表达 性 定理 ， 可 表达 性 
定理 是 实现 从 直观 到 形式 化 这 个 第 二 种 转换 的 重 
要 内 容 : i 


5， 可 表达 性 定理 


可 表达 性 定理 ”每 个 递归 函数 在 7 中 都 是 
可 表达 的 . 

由 于 递归 函数 是 由 基本 函数 通过 基本 运算 生 
成 的 ， 因 此 ， 本 定理 的 证 明 也 划分 成 两 方面 ， 首 
先 证 明基 本 函数 是 可 表达 的 ; 其 次 证 明基 本 运算 
保持 可 表达 性 ， 也 就 是 说 如 果实 施 基 本 运算 前 的 
函数 是 可 表达 的 ， 那 么 实施 基本 运算 后 的 函数 也 
是 可 表达 的 .为 叙述 清晰 起 见 ， 我 们 先 建立 以 下 
引 理 . | 
引 理 3. 35 ZRAZ, 后 继 函 数 S 是 可 表达 


的 . 
证 明 见 本 章 例 3. 17 和 例 3. 18. 
引 理 3. 36 射影 函数 U; 十 可 表达 的 ， 
证 明 | 
FEWE UF Crist 9 re) = 25 AT AK 
X21 Acer A Le Hb A Le+y Ti 
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表达 . A AMRF ERY mis ets mas Maris E . 
Dy, A 
U! Canis oy n) =Ni 
那么 ， Net) = Nis 此 时 oat D 一 Qe 
BIR OCP HOM, oe, OCP HOM , OOTP =O WAY 
证 公式 ， 因 此 有 
p OCP =O A ove A OM = OM A OTP 
=e» 
这 样 , 我 们 就 证 明了 函数 可 表达 性 的 条 件 (1), B 
证 明了 & 元 射影 函数 ,作为 十 1 元 关系 是 可 表达 
的 . 下 面 还 要 证 明 单 值 性 条 件 (3). 
b aiza) COMP =0% A NOM =O 
Aari m0) 
这 是 显然 的 . 
引 理 3. 37 合成 运算 保持 可 表达 性 . 
证 
SRR S Hg Fl hy, os hy 合成: 
S Carstea 2a) =g i Crise 1 
… zt))9g 为 7 元 函数 ,f hith; AR TAR. 并 
且 假 设 g (sesa) R hi Cais ety z), =s hj 
(zi1，…， Ze) 分 别 可 由 N 中 的 合式 公式 D (x, 
Ti 和 -ez (zi oes Lends hy LY; OR -s 
Xst1) RE. WERE SAN 中 的 公式 A 
(ris tto Tiri) RIK. A 可 以 详细 地 写 出 为 ; 
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Gyd) oe Gy) CH Cris s tas y) A 
AZZ; (tis es Les y) AB One s ys 
Ti) ) | | 
先 证 条 件 D, OS ns s me) Smg Shi 
(mis = n) =r MASE Js 此 时 g Ga. …， 
rj) 一 ?+ 由 我 们 的 假设 9 > his tty hj 分 别 可 由 
B, Ais e, BRK, PURINA: 
be; O, oor, om, 0%), 1 i<j 
LB (002, ose, ov, 0+) y 
因此 ， 我 们 可 得 合 取 式 : 
| p, (OM, s, OM, OOP) Ae 
Nf, COM, ， O™, OP AB (OM, e, 
ov, 人 
通过 存在 概括 规则 ， 可 得 
bw (00V, se, QOH) QD) 
至 此 ， 条 件 〈1) 证 明 完 毕 . 现在 证 单 值 性 条 件 
(3)， 即 要 证 ， 
ky G itr) £ (ltir 0 Les By) 
这 个 公式 意 指 存在 唯一 的 zs41, 使 得 -ez 成 立 . 关 
于 存在 性 ， 上 面 已 经 证 明了 ， 这 里 只 需 证 明 唯一 
VE. 证 明 的 思路 是 这 样 的 , REBRE u, v 都 能 
使 x 成立， 然后 证 明 它 们 相同 ， 即 x 二 v。 先 设 
u, v 都 使 -x 成 立 ， 即 有 
(Cx) ade GE ly OH, (0% 5 2 0 5) A 
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see MN CO? ;eee 0 sy A Bly 
"yj, 0)) 
和 
(C NG yd GA yp) GH Cais ttt Ty) Ave 
NL Capt Te A BY, 597 v0)) 
对 (x ) 使 用 7 次 存在 限定 规则 ,有 : 
A, Tig sab) 人。 
A (xi Tb NBO, bis 
zx) 对 (* x ) 使 用 7 次 存在 限定 规则 ,有 : 
A 9°** Last) Ao 
A (Tis TC) ABCs Cu) 
由 于 hi 可 由 -ez， 可 达 , 因 此 有 
CF 42g) Gs" sis De) 
W, AZA, Cais ety Trs bD WA: (x15 °°, 
zis c) WEB b=c;, MZ, A 
B (by, , bjs) 


bi =c; > “"*», Pi 一 Ci 


B (cis "ees Cjs u ) 
又 从 


(4 12k+] JACI 9°°° 9 Zp shee) 


有 
“人 Cae “ees Cjo v) 


4 日 
可 : 


z| 
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uv 
这 样 我 们 就 可 得 

LAG RE. Git tee) 

5| 3.38 SB (tis £2, z) =rm (1+ 
(zs 十 1) +2., 21). BABE VY HA AARK Bt 
(Lis Xoo Lax L4) 表达 . Bt: 

Gd w (a, =(14+ lrs t1) Xz.) Xwta,Ax, 

<] 十 (zs 十 ]) Xz;) 

= WBA 本 引 理 和 引 理 3. 39 实际 上 是 引 理 
3. 40 的 组 成 部 分 , 为 叙述 方便 , 将 它们 分 列 于 此 ， 

EXE 3 To RAR 8 称 为 哥 德 尔 6 涵 数 ,很 明显 
它 是 一 个 原始 递归 函数 ， 现 在 证 明 条 件 (1)、 条 
件 (3) 成 立 . 条 件 (3) b Giz) Bt (zi)，zz， 
Zz3，X4) 是 成 立 的 , 这 由 定理 3. 6 保证 . 故 这 里 只 
需 证 明 条 件 (1)， 即 8 函数 作为 4 元 关系 是 可 表 
达 的 . ` 

假设 8 (nis N25 n3) =n, 根据 8 函数 的 定 : 
X, MER ns m= AF (ns 十 1) m) ntn, 
并 且 mw<1 十 (zs 十 1) no WIA 

Bo = 0 ee (Oe 0) 0 + 

oor 

EOL <OM +. (0°? +0) K 0% 
因此 ,有 合 取 式 | 

GOP = COM + COM +O™) K 0%?) XK OM + 
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OO eo 

再 用 存在 概括 规则 ,就 得 

PEO 50°? 0°" 5,0") 
以 上 证 明了 Be ÆN PRIA YS B 函数 . 

引 理 3.39 ”对 于 任意 的 自然 数 序 列 nos m, 
…，ns， 存 在 着 自然 数 b, c 使 得 8 (b,c, i) = 

对 OSiR. 

证 

& J=max (k,nos ms ty m) c= 7s]. 考察 
Pusit G 十 1) c, MOIS; 它们 两 两 不 合 
ART 1IL 的 公 因 数 , 因为 , WRR po Bh Ae BR 
1 十 《十 1) c， 又 能 整除 1 十 (mtl) c, OKi<m 
<k, BRA p 将 能 整除 它们 的 差 《m 一 了 站 c; 此 时 ， 
p 不 能 整除 c, 因 为 否则 的 话 p 将 能 同时 整除 (i 十 
1)c 和 1 十 G+) c, 因此 pp 能 整除 1, 这 是 不 可 
能 的 . 

同时 ，pP 也 不 能 整除 (x 一 局 ; 因为 mz 一 i 三 名 
<j, MA m~i 能 整除 j! =c, RE, WR p 
除 mx 一 :， 而 m 一 i 能 整除 <， 当 然 p 能 整除 c 了 了， 
这 是 不 行 的 . 至 此 ， 我 们 证 明了 不 存在 素数 p RE 
整除 (m—i) c， 也 就 是 说 wx 是 两 两 互 素 的 , 其 中 
OKKA. 

此 外 ， 对 ONS, SR! =c <1 + G+ 
1) c=u, Mnu. iH FERRE, 存 
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在 一 个 数 buou…us， 使 得 

rm (uj, b) =n; 对 ONi<k 
而 

BCb.c,.)=rm1+G+1)c,6) 

=rm Cuis b) =n; 

引 理 获 证 . 口 

引 理 3. 38 和 引 理 3. 39 使 得 我 们 能 够 在 人 
中 去 表示 有 关 目 然 数 的 有 限 序列 ， 这 种 能 力 在 证 
明 引 理 3. 40 时 要 用 到 , 它 在 证 明 可 表达 性 定理 中 
起 到 了 关键 作用 . 

5I 3.40 递归 运算 保持 可 表达 性 . 

证 

A> PRR Af Crises tesy) Ag Cristes) Al h 
Cristz s xry oz NA Im Be. BI: 

pamaos (zis 52,) 
CT) 

Faye trsy t1) =hlt os 

Ers Ys fC Eist srs y)) 
并 且 假 设 g Crises ce) M A Cais Lar yz), Æ 
N BAS BY AAR A Ca rr) Alay, 
… ,X43) 表 达 . 现在 f (zis s Tys y) 一 之 ， 当 且 仅 
当 ,存在 一 个 自然 数 的 有 限 序列 5。,… ,6,, 使 得 5b。 
=g (xy Le) buti—=h rr, Les We by) s XT w 
+1<y, H b, =z, 985188 3. 39 参照 这 个 自然 数 的 
有 限 序 列 , 可 以 造 一 个 8 函数 ,再 根据 引 理 3. 38, 
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知道 这 个 8 函数 在 VY 中 是 可 表达 的 .下面 我 们 
将 证 明 ; jz…zeyztl 在 -4 中 可 用 公式 E 
(x98 Lang) RIA. 

CH: 

(du) Gv) CC G w) (Bt lu, v, 0, w) A 
A (zis "ts Zes wW))) A Bt Cus YV, Tipis 
Ter) A Vw) (warni > Gy) Az) (Bt 
(uy v, w, y) ABt (lu, v, w, z) AB (x; 
e., Tes Ws Yy Z))) 

首先 证 明 条 件 〈1) 成 立 , 也 就 是 说 在 f (ni， 
o mes p) =m 的 假设 下 ， 我 们 希望 能 证 得 

po (0's 6 Oo, 0". 0") 

下 面 通过 对 自然 数 p 进行 归纳 , 证 明 条 件 (1) 成 
We, WP ata p=0 和 p> 0 两 种 情况 证 明 ， 

当 p=0 时 ,此 时 mx 二 yg ln1,…,m) 考虑 到 序 
列 呈 由 一 个 m 组 成 , 据 引 理 3. 39, AED. c, 使 
得 pc, 0) =m, AA HE S| FB 3. 38 有 
(wy BB <0, 0, 0, 0%) 

由 于 9 可 由 of RIA TM m—=g Criss m), AU 
有 

0 
合 取得 

EBO; Os Oy. 07) A 

A (OM, e, OM, 0) 
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再 应 用 存在 概括 规则 ， 就 有 
Cx x) G w) (Bt, 0°,0,w) AL O0, 
5 0P, w)) 

ut E Cc, nee, De 0 ， oom) 的 最 后 一 个 合 
项 (x x x), HF wo, 作为 一 个 重 言 式 它 显 然 
也 是 可 证 的 ， 于 是 ， 我 们 通过 对 (x )、( x x )、 
(xx x* ) 等 公式 合 取 ， 然 后 再 应 用 二 次 存在 概括 
规则 ， 就 得 到 了 | 

be (OO, sy D 05. 0") 

当 p>0 Rt, f Gus > ms p) 的 值 ， 可 以 
由 (1) 经 过 p 十 1 步 计 算 后 得 出 假设 7;= 
f (nis > ms i) 此 时 就 有 自然 数 的 一 个 有 限 
序列 : 

Tos Fis "ts Tps 
对 此 序列 ， 据 引 理 3. 39 存在 自然 数 5，c， 使 得 

B (b, cs i) =r;, OSiSp 
再 根据 引 理 4， 它 可 由 Bt 表示 ， 即 有 

kBt LO, 0; o oo) 
特别 地 ， 对 于 

B (bs cs 0) =ro=f Ons o> mes 0) 

=g C1 9°** sp) 
有 
G) EB (0, 0, 0, 0%) A 
ug TO", ses. 0", OY") 
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考虑 到 
rp=F (nist snes p) =m 
B (6, c, p) =m 
因此 有 
UO Bt 605 O's. 0": OF") 
Ha, WFOSi<p—-1. A 
B (b,c, i) =r; =f Ons “ne, i) 
Bbscst Fl) =r =f (ny ssni $1) 
=hnys*** nasty f ns sng) 
=A (nist ,nt 7;) 
因此 , 考虑 到 8 可 由 Be RIK, A 可 由 多 表达 ,就 
有 
EBt (0, 0, 0, 0%) 
ABt (0, 0©, 08, OF) 
NB COM, e, 0, 0, 0, 0D) 


EB (Oo, 0”, Qo, oA 
Bt (0, 0°, oe, oF) A 
B (Oo. ore, Oo . Q®, om, 0D) 
应 用 两 次 存在 概括 得 
SO 
BO 0 
B CO", see, Go. ‘Cae ys z) 
由 于 在 个 体 域 有 限 的 情况 下 ， 全 称 式 可 以 看 作 单 
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称 式 的 合 取 , 而 这 里 考察 的 个 体 为 p, 是 有 限 的 ， 
因此 ， 上 面 这 些 式 , 对 i 合 取 后 ,就 得 到 全 称 式 ， 
所 以 有 | 
Git) k OV w)(w<0% > AG WG 2) (B00, 
| 0° wy) K Bt(0 ,0e ro sz) A 
BO", w, 0, w, yy z) 
于 是 , BMG), Gi), GDR, 并 两 次 应 用 存在 
概括 规则 ， 我 们 就 能 得 到 . 
EP COM , 24 0% nk) OP) Qe) 
至 此 ,我 们 已 经 完成 了 可 表达 性 条 件 (1) 的 证 明 . 下 
面 证 明 单 值 性 条 件 (3)。 即 求证 ; 
本 (0 90 0 os) 
证 明 是 在 元 语言 中 , 对 P 进行 归纳 而 实现 的 . 大 
家 知道 上 式 包括 存在 性 和 唯一 性 两 方面 ， 而 存在 
性 由 于 前 面 的 证 明 ， 显 然 是 成 立 的 ， 故 这 里 我 们 
只 需 证 明 唯 一 性 即 可 . 对 于 归纳 基础 , 即 p==0 时 ， 
关于 唯一 性 ， 只 需 参 照 下 面 的 证 明 ， 可 以 较为 容 
易 地 得 到 , 这 里 从 略 ,， 下 面 所 作 的 属于 归纳 步骤 ， 
即 在 假设 
EA a EO, 0% , 07, ta DF, 
去 证 明 
EG anD EOP 06 eet Pisa) 
现在 令 : | 
a= g (m1, 5°" sne) 
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Y=f Cnst sne p) 
Ò =f (nyse snes pt1) 
=h (nist nes pY) 
此 时 ,由 于 g , h，f 分别 可 由 ew, B, € Rik, 
所 以 有 
G) FB (02, s, OM, 0P, 9M, 0%) 
(2) bu COMP, e, 0, 09) 
(3) EK COMP, oe, OM, 0, 0P) 
(A) ER (OM, e, OOP, QD, 9) 
(5) F Aiza) Z 0O, wees, OF" >. 0", 
Tete) 
现在 假设 
(6) E COM, +, OM, OPD, Tp) 
我 们 的 唯一 性 证 明 ， 就 是 去 证 ; t50. 对 
(6) 通过 存在 限定 规则 可 得 
(a) G w) (Bt (b, cs 0, w) "AM (CO, =, 
0  w)) 
(b) Be (b, cs OFF, £42) 
(co) (V w) Cw<c0"t!) > Gy) Gz) (Bt (0， 
cy w, y) ABt (6, c, w, z) A& 
| CO 5. ee, 0" w, ys z)) 
M 〈c) 马上 可 得 : 
(d) (V w) (wo? 
(了 y) dz) (Bt (b, c, w, y) A 
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Bt (6, c, w’ z) A 
B (0P, +, 0, ie Hi zy) 

M (c) 通过 存在 概括 有 
(e) Bt (b, c, 0P, d) ABt (b, c, OF, e) A 

BOM, os, Oo, 0”, d, e) 
从 (a)，(d)，(e) 可 得 
(f) E (Oe, wee, O00, OF. d) 
从 Cf) 和 (3), G) 可 得 
(g) d=0 
M (Ce), Cg) 可 得 : 
(h) KZA (0°? ， vee, Om oP, Oo, e) 
再 根据 关于 多 的 年 理 和 0) 有 
Ci) 0° =e 
从 (e) 和 @ 有 
(0 
FEMA b), G) 定理 3. 38 就 得 到 
Ck) 24440 
这 样 就 完成 了 唯一 性 条 件 〈3) 的 证 明 . 引 理 3. 40 
获 证 ， 

引 理 3. 41 ”最 小 数 运算 保持 可 表达 性 . 

{WE 

让 我 们 假设 ， 对 于 任意 的 tio os te FE 
某 个 y， 使 得 g Cast ,zi,y) 二 0， HARI EMN 
中 可 由 公式 Z Cais s+, tern) RE, HS S Cas, 
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yg 《ri ,Xiyy) =0). HA, f 在 
NPA HAR S (m, es z) KE, GH: 

D (zi s Tays O A Vy YKT 

> D (tis es Leo ys 0)) | 
现在 , 我 们 分 别 证 明 满足 可 表达 条 件 O MRI 
(3). 

KFA O). 先 假设 On, or, m) =m. 
此 时 有 : 

g (mst ,nism) =0 
H4 n<m 时， 有 

g (mse Min) 0 
因为 g 由 多 表达 ， 所 以 有 

GD OY 5-8 Os Os D) 
考虑 到 有 限 个 体 域 时 ， 全 称 式 和 合 取 式 可 以 互相 
转换 ， 所 以 当 n<im 时 有 

上 上 了 D (Oe, e, Qe, 0”, 0) 
即 | 

b Wy) O<0™) > 

5 DO", e, OM, y, 0) 

合 取 后 就 得 

DE (00y a 0 0) 

关于 条 件 (3)， 即 要 求证 明 G it) Z 
《0%D..…，…，0%，zs+1)， 其 实 此 公式 是 一 合 取 
式 ， 这 一 合 取 项 的 存在 性 ， 前 面 已 经 证 过 ; 另 一 
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合 取 项 反映 唯一 性 ， 需 要 现在 加 以 证 明 . 证 明 的 
思路 是 这 样 的 :开始 我 们 假设 wv 都 满足 条 件 , 然 
后 证 明 uv. 

AFER u, v 都 满足 条 件 ， 即 有 

D (0P, ee, 0P, uy 0) A Vy Cy<u 
>n D (0, e, OM, y, 0)- | 

D (OM, e, OPW, vy O A Wy) Ou 
>q D (OM, e, OM, y, 0) 
因而 ， 在 v<w 的 条 件 下 可 以 推 得 

D (00, eee, o™, Ds 0) . 

4 DZ O0, e, OM, v, 0) 
即 得 矛盾 : 

Dorr, ee, oP, u. 0) A 

4D (om, e, OM, v, 0) 

在 u<wv 的 条 件 下 ， 类 似 地 可 推 得 矛盾 : 

iF) (00n coe, go ， Us 0) A 

iD (002, ee, OM, u, 0) 

Mu, v Zia) Roy ee 

H Cu=v) V u<vu) V (Wu) 
后 两 者 都 导致 矛盾 ， 所 以 有 

u =V 
唯一 性 证 毕 、 引 理 3. 41 证 完 . 口 ] 

至 今 ， 我 们 可 以 综合 一 下 , . 引 理 3. 35 和 引 理 
3. 36 保 证 了 基本 函数 在 人 中 可 表达 . 引 理 3. 37、 
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引 理 3. 40 和 引 理 3. 41 保 证 了 基本 运算 保持 可 表达 
性 ， 而 递归 函数 都 可 由 基本 函数 通过 有 限 次 使 用 
基本 运算 而 得 到 ， 因此 递归 函数 在 N 中 都 是 可 
表达 的 .这样 我 们 就 证 明了 可 表达 性 定理 . 

此 外 ， 考 虑 到 定义 在 自然 数 上 的 有 元 递归 关 

BR (ay, +, ze) 的 特征 函数 CR (ais os Ze) 
是 递归 函数 , 所 以 它 在 人 中 据 可 表达 性 定理 , 可 
HV PIA B (ays ey ter zi+1) 加 以 表达 ， 
显然 此 时 ， R (tis s Ta) FE WV RARA 
B (aises Ley 0) 表达 , 这 样 我 们 就 得 到 了 一 个 
每 个 递归 关系 在 N 中 都 是 可 表达 的 ， 
至 此 ， 我 们 已 经 讲述 了 哥 德 尔 数 和 可 表达 性 .大 
家 可 以 看 到 ， 通 过 哥 德 尔 码 数 ， 确 实 能 把 关于 一 
阶 算术 的 断定 转换 为 关于 目 然 数 的 断定 ; 由 递归 
性 作 条 件 ， 确 实 能 把 关于 自然 数 的 断定 再 转换 为 
关于 一 阶 算术 的 断定 ， 以 下 将 构造 目 指 代 命 是 
a, 并 证 明 bara” 定 命题 . 


6， 不 完全 性 定理 的 证 明 


在 构造 不 可 判定 命题 前 ， 我 们 还 需 介绍 几 个 
递归 关系 和 w 一 致 性 概念, 当然 这 些 递归 关系 在 
中 是 可 表达 的 . 
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在 讲述 哥 德 尔 数 时 , 已 经 说 过 , N 中 的 每 个 
合式 公式 有 一 个 哥 德 尔 数 , 人 中 的 证 明 , 作为 一 
个 合式 公式 序列 也 有 一 个 哥 德 尔 数 , 现 在 假设 .ee 
的 一 证 明 序 列 : 

Pay Sy ly a l | 
的 哥 德 尔 数 为 m; 公式 -xz 的 哥 德 数 为 ,此 时 我 
们 就 说 自然 数 m, n 满足 关系 pf， 严 格 地 说 ， 定 
义 在 目 然 数 集 Dy 上 的 2 元 关系 pf n, n) MAL, 
“MAM, n 是 人 中 某 个 公式 的 哥 德 尔 数 ,m 是 
该 公式 的 一 个 证 明 序列 的 哥 德 尔 数 . 为 证 明 不 完 
全 性 定理 ， 我 们 下 面 列 出 8 个 递归 关系 : 

(1) Wf: Wf a) RE, ENK, n ÆN 
中 的 某 个 公式 的 哥 德 尔 数 . 

(2) Lax; Lax (a) 成 立 , 4 HIA, n fev 
的 某 条 逻辑 公理 的 哥 德 尔 数 . 

(3) Prax: Prax (n) RA, HN, nÈ 
MN ty SEAR AE TE FBZ BE YY BP GB RK. 

(4) Prf: Prf m) ML, HANA, nÆ MN 
的 某 个 证 明 的 哥 德 尔 数 . 

(5) Pf: Pf (m, n) RML, HAL, nn 为 
的 某 个 公式 的 哥 德 尔 数 ,m 为 该 公式 的 某 个 证 
明 序 列 的 哥 德 尔 数 . 

(6) Subst; Subst (m, ny ps q) WOL, 4H 
仅 当 ， 对 哥 德 尔 数 为 ”的 公式 中 ， 用 哥 德 尔 数 为 
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p 的 项 代入 哥 德 尔 数 为 gq 的 变 元 的 所 有 自由 出 现 
后 ， 所 得 的 公式 的 哥 德 尔 数 为 m. 

(7) W: W Om, n) RM, HRA, mẹ 
信 的 一 个 公式 ex a) 的 哥 德 尔 数 ， 其 中 aA 
由 出 现 , 半 是 . (CO) 在 -人 中 的 一 个 证 明 序列 
的 哥 德 尔 数 . 7 ; 

(8) D: D (m, n) 成 立 , SAMY, m ÆN 
的 一 个 公式 -o (zx) 的 哥 德 尔 数 , Bo, BH 
M, n 是 公式 (0°?) 的 哥 德 尔 数 . 

这 些 都 是 定义 在 自然 数 集 上 的 关系 ,前 面 4 个 
为 1 元 关系 ， 后 面 4 个 为 多 元 关系 .它们 的 递归 性 
质 的 证 明 ， 尽 管 不 算 太 困难 ， 但 是 却 要 花费 大 量 
的 笔墨 ， 本 书 限 于 篇 幅 起 见 ， 只 能 从 略 了 . 

定义 ”一 阶 系统 是 w- 一 致 的 , 如 果 在 系统 中 
不 存在 任何 公式 .x (2), HP APR, 使 
”得 ~ (V zx1) E a) 是 系统 的 定理 ， 而 且 对 每 
nEDy, BAe (0M) 是 系统 的 定理 . 

由 于 在 信 的 非 标 准 模 型 中 ， 除 含有 数 项 0， 
OP, OM, ,… 的 解释 0、1、2、… 等 自然 数 之 外 , 还 
可 以 含有 其 他 元 素 , 因此 , 断言 : 对 每 个 zE Dw， 
-er (0m) 是 定理 ， 比 断言 W zi) .ex (a) BE 
理 要 弱 一 点 ，w- 一 致 性 断言 ， 对 于 每 一 个 ne 
Dw (0) 是 定理 时 ， 并 不 顾及 V x1) x 
(zi) 是 否 为 定理 ， 只 要 求 ] (VY Xx1) -or (zi) 不 
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能 是 定理 . 所 以 ，w- 一 致 性 是 比 一 致 性 更 强 的 条 
件 ， 系 统 是 “一致 性 的 系统 必定 是 一 致 的 , 反之 
并 不 必然 ， 

现在 构造 自 指 代 命题 和 

首先 ， 定 义 自 然 数 集 Dy 上 的 一 个 2 元 关系 
.W Cm, n),W (m, n) MAL, HRH, ~ 中 的 
某 一 合式 公式 Y a) RP a Hah He 
RR m, A (0°) 在 - 少 中 的 一 个 证 明 的 哥 
德尔 数 为 n. 这 个 2 元 关系 在 哥 德 尔 不 完全 性 定理 
的 证 明 中 , 是 至 关 重 要 的 ,一定 要 搞 清 它 的 意义 . 
特别 是 : 与 m 相应 的 公式 -x (zi) 中 的 xz, 是 人 
中 的 个 体 变 元 , 而 wz (0%) PROA N P 
的 个 体 常 元 ， 它 在 模型 中 的 解释 是 m, REXA 
2 元 关系 就 是 上 面 说 到 过 的 递归 关系 (7), PRE 
是 递归 关系 ， 当 然 在 . 中 应 该 可 表达 ， 也 就 是 
说 , 在 -人 中 一 定 存在 一 个 带 2 个 自由 变 元 的 合式 
BRA (215 22), HIE BRR m, n, A 

WEW Om, n) RWE, WEA CO™, 0) 

WMR Wm RRL WW CO" 0) 
我 们 再 说 一 遍 , 以 上 所 述 是 指 W Gn, n) FEV P 
可 用 YY (i, ae) RE, MA (zi，zz) 在 模型 
N 中 的 解释 是 W On, n). 

其 次 ,用 公式 YY” (ris x.) 来 构造 命题 KX, 
先 构造 公式 a), xz 在 其 中 自由 出 现 , CHR 
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体形 式 是 : 
Wad 74 YB (219 X) 

其 中 zz 是 约束 的 ， 只 有 zi 是 自由 的 .现在 假设 
A (zi) 的 哥 德 尔 数 为 p， 它 在 .人 中 的 相应 的 
数 项 是 0”， 当 用 0 代入 自由 变 元 x 后 ， 可 以 得 
到 公式 

A OP, Va) 7K OP, x) 
我 们 把 它 简 记 为 ,这 就 是 我 们 所 要 建造 的 自 指 
代 命题 , 下 面 我 们 要 证 明 是 不 可 判定 命题 , 即 
U 和 11 URREN PER. 证 明之 前 我 们 来 
说 明 一 下 为 什么 称 2 为 自 指 代 命题 ， 对 

U, NA r) 2 OO”, x) 
大 体 可 以 这 样 解释 ; 

MEET ARB n, W Cp, n) 都 不 成 立 . ” 
说 得 详细 一 点 ， 是 指 : | 

“ 当 p 是 某 个 公式 -or (a) (zi 自由 出 现 ) 的 
哥 德 尔 数 时 ， 对 于 每 个 自然 数 x， 使 得 是 公式 
-or (02) 在 VW 中 的 一 个 证 明 的 哥 德 尔 数 ， 总 是 
不 可 能 的 . ” 
EETA, V 的 解释 是 : 

“对 于 每 个 自然 数 n,n 总 不 是 公式 UEN 
中 任 一 个 证 明 的 哥 德 尔 数 .” 
于 是 , UV 就 自己 断定 了 自己 在 人 中 的 证 明 的 不 
可 能 存在 ， 即 入 断言 了 自身 的 不 可 证 . 

“ 179- 


最 后 ， 证 明 不 完全 性 定理 本 身 . 

不 完全 性 定理 在 .人 是 ww- 一 致 的 假设 下 ， 
公式 和 REN HEE. CM BEA 和 也 不 是 
定理 , 简 言 之 , 车. 人 小 是 ww 一 致 的 , 则 - 马 是 不 完 
全 的 . 

证 

先 说 明 一 下 为 什么 要 假设 系统 N Æ w- 一 致 
的 . 因为 洲 的 w- 一 致 可 以 推 得 .人 的 一 致 性 . 如 
果 系 统 . 不 一 致 , 那么 , 系统 中 的 任何 公式 都 是 
EH, MRAR, q 2 也 是 定理 ,这 样 一 来 ， 
系统 人 就 完全 了 .可 见 要 证 明 人 是 不 完全 的 
话 , 是 一 致 系统 的 假设 是 必要 的 . 现在 为 方便 
起 见 , 我 们 用 了 一 个 比 一 致 性 更 强 一 点 的 假设 N 
是 w- 一 致 的 . 

现在 用 反 证 法 证 明 和 REN E. 

RW 是 一 阶 系 统 - 的 一 条 定理 ， 即 和 是 
/中 一 个 可 证 公式 ， 那 么 在 1 PREE KX 的 
一 个 证 明 序 列 , 令 g 是 这 个 证 明 序列 的 哥 德 尔 数 ，; 
BS pw (am): Wan) aA (x, x) 的 哥 
德尔 数 ， 此 时 根据 定义 WW s o 成 立 , EW 
是 递归 关系 ,在 人 中 由 RK, AWA 

bE% (Oo, 02) 

另 一 方面 ， 据 假设 EEM, H 

b Wa) AK CO”, x) 
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应 用 (K5) 有 : 

b (Vr) aA OP, 2) > 

+ $7 (Oo, 02) 
上 两 式 分 离 就 有 

上 WY 0P, 0) 

与 信 的 一 致 性 矛盾 ， 所 以 Oc 不 是 人 的 定理 . 

DA FHER K 不 是 人 的 定理 . 

由 于 REV NRE, 就 是 说 不 存在 
UEN 中 的 证 明 ， 从 而 也 可 以 说 ， 对 任意 自然 
数 g 来 说 , 它 都 不 是 HEY 中 任 一 个 证 明 的 哥 
德尔 数 ， 即 (VY r) 47K OM, x.) FEV BA 
可 证 , Al, W Cp, ga) 对 任意 数 g 都 不 成 立 . 所 
以 据 可 表达 性 定义 ， 有 

上 YY” (0% ，0m)， 对 每 个 g€ DD、 

于 是 根据 w- 一 致 性 定义 ， 

Vr) WH OP, 2x2) 
不 是 -汉中 的 定理 , 即 ~ 人 PEN PHEA. 至 
此 ， 我 们 完成 了 哥 德 尔 第 一 定理 的 证 明 . 

注意 ; 在 定理 证 明 的 第 一 部 分 中 ， 我 们 只 用 
到 .人 是 一 致 的 条 件 ， 只 是 在 定理 证 明 的 第 二 部 
TH, 才 用 到 人 小 是 ww- 一 致 的 条 件 ， 其实 w- 一 致 
性 条 件 在 证 明 的 第 二 部 分 中 ， 也 可 以 减弱 到 只 需 
一 致 性 即 可 . 这 已 由 罗 塞 尔 (J.B.Rosser) 给 出 了 
证 明 ， 思 路 与 哥 德 尔 的 证 明 是 一 样 的 ， 不 过 技术 
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细节 要 麻烦 一 些 ， 现 在 我 们 来 证 明 第 二 定理 : 

第 二 定理 ”如果 .人 是 一 致 的 , 那么 -人 的 一 
致 性 证 明 不 能 在 系统 -人 中 形式 化 . 

证 

详细 的 证 明 需 要 很 大 的 篇 幅 ， 这 里 作 概 略 的 
RGR. 

利用 第 一 定理 证 明 的 第 一 部 分 ， 我 们 得 到 的 
结果 是 , 如 果 系 统 .人 是 一 致 的 , 那么 2 是 不 可 
证 明 的， 通过 对 这 个 元 理论 层次 的 形式 化 ， 考 虑 
P) “U 是 不 可 证 明 的 ” 的 形式 表达 式 是 X, 所 以 
有 


beons S27 
其 中 cons 人 是 “个 是 一 致 的 ”一 个 纯 形式 的 表 
达 . 此 时 , 如 果 我 们 假设 能 够 在 N 系统 中 形式 地 
证 明 它 的 一 致 性 ， 即 就 有 | 
b.consV 
通过 应 用 分 离 规 则 ， 就 得 到 
EK 
这 和 第 一 定理 证 明 的 第 一 部 分 所 取得 的 结 HR 
JS. 所 以 要 放弃 假设 ， 也 就 是 说 ， 一 致 性 的 纯 形 
式 地 证 明 是 不 存在 的 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 
S. C. WAE, RARER (CREE) 3 42 
《科学 出 版 社 1985 年 版 ). 
关于 不 完全 定理 ， 还 想 作 几 点 说 明 : 
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第 一 ,不 完全 性 定理 的 较为 直观 的 含义 是 ,在 
一 阶 算术 中 存在 着 真 的 但 在 系统 内 不 可 证 明 的 闭 
公式 . 用 这 种 说 法 表示 N 的 推理 功能 不 完全 , 当 
然 是 比较 直观 的 . 要 证 明 这 个 结论 是 比较 简单 的 ， 
因为 入 和 5 A 是 闭 公式 ， 两 者 必 有 一 真 ， 而 它 
们 又 不 是 .人 中 的 定理 , 因此 , 必 有 不 可 证 的 真 命 
B ( 闭 公式 )， 当 然 , 这 里 的 真意 指 解 释 真 ， 针 对 
我 们 的 具体 情况 是 算术 真 . 

第 二 , 读者 可 能 会 想到 : .人 的 不 完全 是 否 因 
为 选择 的 公理 不 足 所 致 ， 换 言 之 ， 我 们 如 果 多 选 
一 些 命题 作 公理 , .人 就 完全 了 . 例如 , 我 们 将 不 
可 判定 命题 和 补 加 给 N ERA, 从 而 得 一 个 
FRAN , 此 时 .NY 可 能 就 完全 了 , 答案 并 非 如 
此 ， 因 为 单 增加 一 条 新 公理 ， 并 不 改变 递归 关系 
及 其 表达 性 , 因此 按 相似 的 程序 ， PAEAN p 
找到 另外 一 个 不 可 判定 命题 2', 证 明 .4 的 不 
完全 性 ， 这 个 意思 可 由 下 列 命题 完整 地 表达 : 

mE SHY 的 任意 扩充 ， 且 5 的 特有 公理 
的 哥 德 尔 数 集 是 递归 集 ， 那 么 (在 5 是 一 致 的 假 
KP) S 是 不 完全 的 . 

5 的 特有 公理 的 哥 德 尔 数 集 是 递归 集 ， 这 个 
条 件 是 必要 的 , 放弃 这 个 条 件 , 有 可 能 构造 的 
一 致 完全 扩充 ， 前 面 我 们 曾经 给 出 过 构造 一 致 的 
完全 扩充 的 方法 和 程序 ， 这 里 我 们 很 自然 地 会 想 
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到 ， 一 方面 公理 的 哥 德 尔 数 集 为 递归 集 时 ， 系 统 
是 不 完全 的 : 另 一 方面 完全 的 一 致 系统 也 是 存在 
的 ， 因 而 我 们 从 中 可 以 推 得 ， 这 种 完全 的 一 致 系 
统 的 公理 的 哥 德 尔 数 集 是 非 递归 集 .， 这样 我 们 就 
得 到 了 一 种 类 型 的 非 递归 集 的 实例 . 

第 三 ,我 们 还 要 说 明 一 点 ,在 一 阶 集 论 ZF 系 
统 中 ， 由 于 可 以 定义 自然 数 ， 因 此 也 具备 不 完全 
性 . 这 种 含 自然 数 的 一 阶 系统 称 为 充分 丰富 的 . 还 
存在 一 些 比较 狭窄 的 一 阶 完全 系统 ， 如 代数 学 的 
群 论 等 一 阶 系统 . 
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哥 德 尔 关 于 不 完全 性 定理 的 文章 ， 犹 如 一 块 
FA, 投入 逻辑 学 的 海洋 , 很 快 激 起 了 阵 阵 波浪 . 
在 接着 的 几 年 中 ， 出 现 了 一 系列 与 不 完全 性 定理 
有 着 直接 关联 的 文章 和 专著 ， 这 些 论著 考察 了 更 
为 复杂 的 不 可 判定 公式 ， 除 前 面 提 到 的 1936 年 罗 
塞 尔 工作 外 ， 主 要 还 有 : 1939 年 希 尔 伯 特 和 路 尔 
奈 斯 在 他 们 的 《几何 基础 》 中 ， 艰 苦 地 完成 了 对 
两 个 算术 系统 Z, AZ 的 详细 证 明 . 1934 年 , 哥 德 
尔 在 普林斯顿 所 作 的 关于 不 完全 性 定理 的 讲座 ， 
就 以 更 为 简洁 的 方式 给 出 了 1931 年 文章 中 的 最 重 
要 成 果 ， 当 时 ， 他 还 对 豪 伯 于 1931 年 提 到 的 一 般 
递归 函数 给 出 了 完全 精确 的 形式 ， 后 来 ， 英 国 逻 
辑 学 家 图 灵 于 1937 年 给 出 了 完全 一 般 的 形式 系统 
的 概念 ; 波兰 逻辑 学 家 塔 斯 基 对 不 可 判定 的 一 般 
理论 作 了 展开 ， 哥 德尔 的 文章 给 了 能 引 可 判定 性 
问题 以 强 有 力 的 推动 ， 当 前 ， 国 际 上 已 将 哥 德 尔 
不 完全 性 定理 ， 塔 斯 基 的 形式 语言 的 真理 论 ， 图 
灵机 和 判定 问题 ， 赞 誉 为 现代 逻辑 科学 在 哲学 方 
面 的 三 大 成 果 . 三 大 成 果 是 万 干 人 们 撼 人 心灵 的 
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智力 奋斗 的 结晶 ， 三 大 成 果 是 逻辑 科学 向 形式 科 
学 长 期 演化 、 高 度 发 展 的 产物 ， 三 大 成 果 也 是 现 
代 逻 辑 科 学 蓬勃 发 展 的 新 起 点 ， 推 动力 ， 下 面 就 
不 完全 性 定理 在 逻辑 学 、 哲 学 、 人 工 智 能 、 数 学 
方面 的 影响 ， 谈 些 看 法 . 

哥 德 尔 不 完全 性 定理 既 显 示 了 形式 化 的 巨大 
功能 ， 同 时 也 显现 了 形式 化 的 局 限 性 ， 前面 陈 述 
的 定理 证 明 是 按 严格 的 形式 化 的 方式 进行 的 ， 因 
此 ， 可 以 断言 没有 形式 化 的 高 度 发 展 ， 就 不 会 有 
哥 德 尔 定理 ， 哥 德尔 第 一 定理 确立 了 不 可 判定 命 
题 ， 哪 怕 是 我 们 思想 中 最 稳定 的 毫 不 含糊 的 自然 
数 也 不 例外 ， 我 们 不 能 用 一 个 形式 系统 对 它 进行 
完全 的 刻 划 和 把 握 ， 哥 德尔 第 二 定理 ， 直 接 破灭 
了 希 尔 伯 特 证 明 数 学 无 矛盾 性 的 目标 ， 当 然 这 并 
非 要 完全 抹杀 希 尔 伯 特 创造 证 明 论 的 历史 功绩 . 
正如 著名 逻辑 家 塔 斯 基 所 述 ;“ 称 希 尔 伯 特 为 元 数 
学 之 父 ， 他 是 当之无愧 的 ， 他 创建 了 作为 独立 学 
科 的 元 数学 ， 他 为 它 的 存在 而 奋斗 ， 以 一 个 伟大 
数学 家 的 威信 全 力 地 支持 它 ; 他 策划 出 它 的 前 进 
途径 并 寄托 以 重任 ,诚然 婴儿 未 能 实现 慈 父 的 全 
部 希望 ， 并 未 成 长 为 一 神童 ， 但 是 它 健康 地 成 长 
了 ,已 经 成 为 数学 大 家 庭 的 成 员 . ” 可见， 我 们 确 
实 应 该 有 这 样 认识 ， 尽 管 公理 化 形式 化 的 在 逻辑 
学 、 数 学 以 及 自然 科学 的 发 展 中 起 了 巨大 的 推动 
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作用 ， 但 它 是 有 局 限 的 ， 绝 对 地 强调 形式 和 直觉 
的 某 个 方面 ， 都 可 能 引 向 认识 的 歧途 . 

”其 实 ， 哥 德尔 获得 不 完全 定理 这 样 重大 的 结 
果 , 也 是 他 正确 把 握 形式 和 直觉 的 关系 的 结果 . i 
德尔 在 构思 ， 证 明 不 完全 性 的 过 程 中 ， 多 方面 地 
涉及 到 了 形式 和 内 容 、 形 式 和 直觉 之 间 的 关系 . 一 
般 来 说 ,世界 上 万 物 丝 有 内 容 和 形式 ， 所 谓 内 容 
系 指 事物 内 在 要 素 的 总 和 ， 所 谓 形式 乃 是 事物 内 
在 要 素 的 结构 和 组 织 . 内 容 总 是 某 种 形式 的 内 容 ， 
形式 总 是 某 种 内 容 的 形式 ,作为 一 定 内 容 的 形式 ， 
可 以 成 为 另 一 种 形式 的 内 容 ， 我 们 这 里 想 要 说 的 
形式 ， 范 围 要 狭窄 一 些 ， 实 际 上 说 的 是 逻辑 ， 是 
形式 化 的 逻辑 ,也 可 以 说 是 一 种 理性 认识 能 力 . 所 
谓 直 觉 ， 一 般 是 指 一 种 不 经 过 逻辑 推理 就 直接 认 
识 真理 的 能 力 , 一 种 认识 的 飞 路 . 可 以 这 样 说 , 数 
学 直觉 既是 一 种 非 理 性 的 思维 活动 ， 即 下 意识 的 
思维 活动 ,不 能 归 入 某 种 现成 的 逻辑 框架 之 中 ,又 
是 一 种 不 直接 建立 在 感官 感性 认识 之 上 的 非 经 验 
的 认识 活动 ， 当 然 它 还 是 以 已 经 获得 的 知识 和 积 
累 的 经 验 为 基础 的 ， 就 这 个 意义 上 说 ， 形 式 和 直 
觉 的 关系 ， 实 际 上 是 逻辑 和 直觉 之 间 的 关系 ， 是 
形式 的 理性 思维 和 直接 的 认识 能 力 之 间 的 关系 . 
形式 和 直觉 是 既 有 区 别 又 有 联系 的 ,既是 对 立 的 ， 
又 是 在 认识 的 实践 活动 中 得 到 统一 的 . 
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在 叙述 哥 德 尔 定理 的 历史 背景 时 ， 我 们 曾经 
较为 详细 地 陈述 过 逻辑 的 形式 化 进程 ， 由 亚 里 士 
多 德 逻辑 向 数理 逻辑 的 推进 ， 直 到 建立 起 命题 演 
算 和 谓词 演算 的 形式 系统 ， 这 实际 上 就 是 逻辑 的 
形式 化 进程 ， 逻 辑 的 形式 化 是 传统 逻辑 现代 化 的 
主要 途径 . 逻辑 的 形式 化 既 吸收 了 数学 形式 化 , 现 
代 化 的 养料 ， 也 推动 了 数学 形式 化 ， 特 别 是 电子 
计算 机 发 明 后 ， 形 式 化 更 显示 了 它 的 威力 ， 可 以 
这 样 说 ， 正 是 有 了 公理 化 、 形 式 化 ， 才 有 了 传统 
逻辑 的 现代 化 , 才 有 了 现代 的 非 标准 逻辑 的 崛起 . 
正 是 有 了 公理 化 、 形 式 化 的 逻辑 系统 ， 才 可 能 提 
出 逻辑 系统 的 完备 性 和 不 完全 性 等 元 逻辑 问题 ， 
本 德尔 才能 借 此 建立 起 他 的 伟业 ; 严格 地 证 明 不 
完全 性 定理 ， 哥 德尔 本 人 是 充分 地 意识 到 这 一 点 
的 ， 他 在 评述 罗素 的 数理 逻辑 一 文中 ， 第 一 句 话 
就 说 ;“ 数 理 逻 辑 是 形式 逻辑 精确 和 完备 的 表述 ” 
他 还 赞赏 弗 雷 格 和 皮 阿 诺 ， 认 为 弗 雷 格 能 “用 思 
维 的 演算 , 从 纯 逻 辑 去 推导 出 数学 ”. 皮 阿 诺 “ 创 
造 了 一 套 优 美和 灵活 的 符号 系统 ， 甚 至 能 够 把 最 
”为 复杂 的 数学 定理 以 完全 精确 和 通常 是 非常 简洁 
的 方式 用 单个 公式 表达 出 来 . " 哥 德 尔 还 对 罗素 著 
作 中 缺乏 形式 的 精确 性 表示 过 遗憾 哥 德 尔 说 ， 
“和 遗憾 的 是 , 这 一 空前 的 、 全 面 而 彻底 的 关于 数理 
逻辑 的 阐述 ， 以 及 以 它 为 基础 的 数学 推导 ， 在 基 
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础 方面 是 如 此 严重 地 缺乏 形式 的 精确 性 ， 以 致 在 
HM BERYL, 显得 倒退 了 一 大 步 .” 但 是 
哥 德 尔 并 没有 片面 强调 形式 化 的 一 面 ， 他 也 一 再 
强调 数学 直觉 的 重要 性 ， 这 一 点 在 完成 不 完全 性 
” 定理 以 及 其 他 逻辑 方面 的 重要 成 果 ( 完 备 性 定理 ， 
连续 统 假设 的 一 致 性 ) 的 证 明 中 体现 甚 为 突出 . 
前 面 我 们 曾经 介绍 过 1929 年 哥 德 尔 获得 的 一 
阶 谓词 演算 的 完备 性 定理 ， 它 断言 : 谓词 演算 中 
的 一 切 真 公式 ， 丝 是 系统 中 的 可 证 公式 .该 定理 
的 确立 ， 实 现 了 直觉 上 的 真 公式 和 逻辑 上 的 可 扒 
演出 的 公式 之 间 的 相互 转化 .公式 的 真 假 ， 涉 及 
到 解释 和 模型 ， 闭 公式 并 不 例外 ， 谓 词 演算 中 的 
闭 公 式 ， 从 谓词 逻辑 的 角度 看 就 是 命题 ， 在 一 个 
解释 中 为 真 的 闭 公式 称 为 解释 真 ， 此 时 这 个 解释 
就 是 公式 的 模型 ， 所 以 也 可 称 模型 真 ， 这 是 相对 
意义 下 的 真 ;， 只 有 在 一 切 解释 中 皆 真 的 公式 ， 才 
称 为 普 效 有 效 公 式 ， 或 逻辑 真 公式 ， 这 是 绝对 意 
义 下 的 真 . 公式 是 形式 系统 中 合式 公式 的 简称 ,是 
逻辑 语 形 理论 的 研究 对 象 ， 可 以 看 作 属 于 形式 方 
面 . 解释 和 模型 是 由 任意 客体 按 一 定 结构 组 成 ,而 
任意 客体 当然 是 多 种 多 样 的 ,具有 万 千 物 理 属性 ， 
这 可 以 看 作 属 于 内 容 ， 要 判定 一 个 公式 是 否 可 推 
演出 ， 即 是 否 可 证 ， 这 是 纯 形式 的 问题 ， 要 断言 
一 个 公式 是 否 真 〈 无 论 相 对 意义 的 还 是 绝对 意义 
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的 真 ) ,必定 需要 依赖 于 形式 系统 以 外 的 解释 和 模 
型 ， 有 时 仅 需 依赖 单个 或 几 个 解释 、 模 型 ， 有 时 
却 必须 依赖 无 限 个 解释 、 模 型 ， 于 是 ， 断 言 公式 
的 真 假 时 ， 所 涉及 的 主要 方面 并 非 是 形式 ， 而 往 
往 对 涉及 非 逻辑 的 .对 内 容 的 直接 感性 知觉 能 力 ， 
即 直觉 ， 就 此 意义 上 说 ， 公 式 的 可 证 性 和 公式 的 
真理 性 之 间 的 关系 ， 也 可 以 说 是 形式 和 直觉 之 间 
的 关系 . 

哥 德 尔 年 轻 时 就 能 一 举 完成 完备 性 定理 和 不 
完全 性 定理 的 证 明 ， 充 分 显示 了 他 一 身 兼 具 优 异 
的 形式 思维 能 力 和 杰出 的 直觉 认识 能 力 ， 并 且 对 
它们 能 作 有 机 的 综合 运用 ， 从 而 能 看 清 公式 在 直 
觉 上 真 和 形式 上 可 证 之 间 密 切 的 、 相 互 可 以 作 等 
价 转换 的 关系 以 及 实现 转化 的 条 件 ， 真 和 可 证 之 
间 的 相互 转化 ， 要 看 相对 于 什么 系统 而 言 ， 相 对 
于 有 些 系统 (例如 一 阶 谓词 演算 )， 直 觉 上 的 真 
(逻辑 真 ) 公式 , 在 系统 中 确实 可 证 ; 相对 于 另外 
一 些 系统 (例如 一 阶 算术 系统 )， BELA Ce 
释 真 ) 公式 ， 在 系统 中 却 并 不 都 可 证 明 ， 前 者 是 
完备 性 定理 的 内 容 , 后 者 是 不 完全 性 定理 的 内 容 . 

哥 德 尔 这 方面 的 才能 ， 在 实施 不 完全 性 定理 
的 证 明 中 表现 得 尤为 突出 ， 我 们 知道 ， 不 完全 性 
定理 的 证 明 ， 需 要 使 用 许多 重要 的 新 颖 的 基础 概 
念 ， 其 中 有 些 是 他 人 刚 提出 的 新 概念 ， 由 哥 德 尔 
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本 人 创造 的 更 多 一 些 , 如 可 表达 性 , 哥 德 尔 数 , 弟 
归 性 ,W 一 一 致 性 等 . 这 些 概念 后 来 或 者 构成 了 有 逻 
辑 、 数 学 新 篇 章 ， 或 者 成 了 新 的 重要 方法 的 基础 
不 完全 性 定理 的 证 明 , 需 要 精细 而 又 繁复 的 推导 . 
为 了 证 明 W 关系 等 的 递归 性 , 哥 德 尔 在 文章 的 原 
稿 中 ， 详 细 证 明了 45 个 递归 函数 ， 这 几乎 构成 了 
一 门 新 的 学 科 ， 不 完全 性 定理 的 证 明 ， 还 需要 在 
形式 和 直觉 之 间作 几 次 转换 ， 把 形式 的 表达 转换 
为 元 数学 中 的 表达 ， 把 元 数学 的 表达 再 转化 为 纯 
形式 表达 ， 从 而 把 命题 的 真 假 转换 为 公式 的 可 证 
与 不 可 证 . 哥 德 尔 就 是 这 样 , 把 自然 语言 的 表达 ， 
形式 的 表达 ， 数 字 的 表达 溶 成 一 体 ， 对 它们 作 综 
合 的 分 析 、 论 证 后 ， 才 得 到 他 的 结果 的 . 

以 上 描述 ， 可 以 用 新 、 重 、 难 三 个 字 加 以 概 
括 ， 新 ， 指 的 是 观念 新 、 思 想 新 、 方 法 新 ， 整 个 
定理 的 涵义 本 身 就 是 魏 新 的 ， 证 明 中 用 到 了 许多 
全 新 的 概念 和 全 新 的 方法 ， 重 ， 指 的 是 证 明 的 篇 
TK, PRES. BARE RAE, B 
使 带 有 删节 ， 也 往往 需要 数 万 言 ， 难 ， 指 的 是 证 
明 中 转换 、 曲 折 多 ， 既 要 考察 单个 概念 纵向 的 脉 
络 ， 又 要 考察 多 种 观念 的 横向 联系 ， 既 要 区 分 直 
觉 的 模型 、 形 式 系统 和 数字 表达 的 区 别 ， 更 要 把 
握 它们 之 间 的 联系 、 转 换 换 件 ， 溶 多 种 原料 于 一 
炉 , 经 过 把 握 火 候 的 冶炼 ,才能 获得 纯 钢 . 新 、 重 、 
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难 才 现 了 哥 德 尔 非 儿 的 数学 才能 ， 特 别 是 数学 直 
觉 能 力 ， 这 种 对 数学 真理 的 直接 洞察 能 力 . 使 哥 
德尔 对 成 功 抱 有 坚定 的 信心 ， 没 有 这 种 直觉 上 对 
定理 的 真理 性 的 坚信 ， 在 蒜 苏 迷 途上 ， 敢 于 不 矢 
辛劳 地 作 这 样 的 长 途 跨 涉 ， 最 后 坚持 攀登 上 科学 
的 顶峰 是 很 难 想象 的 ， 哥 德尔 晚年 回顾 年 轻 时 代 
获得 两 项 重要 成 果 的 经 历时 曾 说 ;“ 应 该 注意 , 我 
在 数学 的 形式 系统 中 构造 不 可 判定 数论 命题 的 直 
接 试探 原理 ， 是 与 “可 证 性 ”相对 立 的 “客观 的 
数学 真理 ， 的 高 度 超 限 的 概念 .” 这 里 所 说 的 直接 
试探 原理 和 高 度 超 限 概念 ， 我 感到 实际 上 就 是 哥 
德尔 心目 中 的 数学 直觉 ， 哥 德尔 对 此 是 十 分 看 重 
的 ， 认 为 这 对 他 在 逻辑 学 方面 的 成 功 是 基本 的 . 

哥 德 尔 确实 是 既 重视 形式 的 逻辑 思维 ， 也 重 
视 直 觉 的 超 限 思维 ， 并 且 能 以 实事 求 是 的 态度 对 
待 双方 ， 既 看 到 它们 的 区 别 和 对 立 ， 更 强调 它们 
的 联系 和 转化 ， 正 是 这 种 朴素 的 辩证 思想 ， 促 使 
他 攀 上 了 科学 的 高 峰 . 

哥 德 尔 定理 在 人 工 智能 研究 范围 内 ， 也 常常 
被 引用 . 而 且 还 往往 成 为 两 种 不 同 观点 的 依据 .有 
的 认为 ;“ 哥 德尔 不 完全 性 定理 表明 , 即使 在 基本 
数论 中 也 有 数 不 清 的 命题 是 不 能 用 这 种 公理 化 方 
法 解决 的 ， 无 论 机 器 设计 得 多 么 好 ， 运 算得 多 么 
快 ， 它 都 不 能 对 这 些 问题 作出 回答 ， 这 一 切 使 人 
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感到 ,人 脑 在 认识 和 模拟 自己 方面 有 内 在 的 极限 . 
seee 哥 德 尔 定理 表明 ， 人 脑 的 能 力 和 结构 是 至 今 
任何 非 生命 的 机 器 所 不 能 比拟 的 . ” 

也 有 人 不 同意 这 种 观点 ， 他 们 认为 : 前 者 
“再 三 强调 如 下 事实 :不 管 给 计算 机 以 什么 公理 和 
推理 规则 ， 总 有 一 些 数 学 真理 是 不 能 光 从 这 些 公 
理 和 推理 规则 中 推出 来 的 ， 这 一 点 也 不 错 ， 但 是 
他 们 认为 当 我 们 给 机 器 以 公理 和 推理 规则 时 ， 我 
们 就 把 相应 的 数学 真理 的 观念 给 了 机 器 ， 这 是 不 
对 的 . 这 种 看 法 就 是 认为 形式 主义 学 派 是 对 的 ,而 
实际 上 形式 主义 学 派 已 被 哥 德 尔 证 明 是 错 的 ， 哥 
德尔 定理 对 我 们 自己 不 是 一 个 不 可 超越 的 障碍 ， 
对 计算 机 也 不 是 . ee 正如 我 们 对 于 一 个 不 可 证 
明 的 公式 ， 能 通过 将 这 一 公式 所 表达 的 内 容 和 有 
关 事 实 作 比 较 ， 来 认识 到 这 一 公式 为 真一 样 ， 计 
算 机 也 会 这 样 做 . ” 

其 次 ， 哥 德尔 定理 突破 了 数学 界 、 逻 辑 学 界 
长 期 形成 的 过 分 崇尚 有 限 思 维 的 梭 格 ,解放 思想 ， 
开辟 了 逻辑 科学 发 展 的 新 时 期 ， 哥 德尔 晚年 写 给 
友人 的 信 中 曾 说 过 :“ 从 数学 上 说 , 完备 性 定理 确 
实 是 斯 柯 兰 1922 年 工作 的 最 为 显然 的 推论 . 但 是 ， 
事实 是 在 那个 时 候 , 没有 人 (包括 斯 柯 兰 本 人 ) 作 
出 过 这 样 的 结论 . | 

“这 个 逻辑 学 家 的 视而不见 (或 偏见 ) 确实 令 
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人 惊异 ， 但 是 我 认为 解释 不 难 找到 ， 问 题 主 要 在 
于 ， 那 时 对 元 数学 和 非 有 限 思 维 广泛 地 缺乏 一 种 
必要 的 认识 论 态 度 . 

“数学 界 普 所 认为 , 仅 当 能 用 有 限 的 元 数学 加 
以 “解释 ， 或 “论证 为 正确 ”时 ， 才 算 作 有 意义 
的 . GER. 对 于 我 取得 的 结果 和 后 来 的 工作 ,一 
般 来 说 ， 用 这 种 观点 都 是 不 可 能 的 . ) 这 种 观点 ， 
几乎 不 可 避免 地 要 导致 从 元 数学 中 排除 非 有 限 思 
维 . ; 

“最 后 , 应 该 注意 , 我 在 数学 的 形式 系统 中 构 
造 不 可 判定 数论 命题 的 直观 试探 原理 是 与 “可 证 
性 ”相对 立 的 “客观 数学 真理 ”的 高 度 超 限 概念 
(这 里 我 说 明了 直观 性 的 论证 ,通过 它 我 达到 了 不 
完全 性 定理 这 个 结果 ), 关于 这 个 概念 , 在 我 的 工 
作 和 塔 斯 基 的 工作 之 前 ， 一 般 来 说 是 混乱 的 ， 使 
用 这 个 超 限 概念 ,最 终 也 会 导致 有 限 可 证 的 结果 ， 
如 关于 在 一 致 的 形式 系统 中 不 可 判定 命题 的 存在 
性 的 一 般 定 理 . E 

“我 仍然 完全 相信 ,反对 在 元 数学 中 使 用 非 有 
限 概 念 和 论证 ， 是 在 我 之 前 没有 由 斯 柯 兰 和 任何 
其 他 人 给 出 完备 性 定理 证 明 的 基本 原因 . ” 

哥 德 尔 在 信 中 所 表达 的 ， 对 于 他 在 1929 年 取 
得 完备 性 定理 和 1931 年 取得 不 完全 性 定理 时 的 看 
法 ， 大 体 可 以 概括 如 下 : 
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1. 斯 柯 兰 在 1922 年 已 经 取得 完备 性 定理 所 需 
要 的 数学 证 明 的 核心 结果 .如 果 斯 柯 兰 和 其 他 对 
此 问题 作 过 类 似 探讨 的 人 们 ， 不 园 于 使 用 有 限 思 
维 ， 完 备 性 定理 可 以 作为 显然 的 推论 而 得 出 ， 但 
是 由 于 他 们 采取 了 排斥 非 有 限 思维 的 哲学 态度 ， 
结果 真理 到 了 鼻尖 ， 仍 然 不 能 发 现 它 ， 这 种 观点 
的 本 质 是 拒绝 使 用 一 切 抽象 的 、 无 限 对 象 . 

2， 哥 德尔 在 证 明 不 完全 性 定理 时 ， 使 用 了 
非 有 限 思 维 ,在 证 明 一 阶 谓词 演算 的 完备 性 定理 、 
连续 统 假设 一 致 性 的 证 明 也 使 用 了 非 有 限 思 
维 ， 

哥 德 尔 的 成 果 ， 是 正确 处 理 有 限 与 无 限 ， 洪 
无 限 与 实 无 限 关系 的 结果 .人 类 探索 有 限 、 无 限 
由 来 已 久 , 古 希 腊 的 毕 达 哥 拉 斯 、 德 席 克 利 特 、 欧 
几 里 得 、 阿 基 米 德 就 曾 对 无 限 提出 过 许多 启 人 思 
迪 的 丰富 思想 . 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 希 巴 索 斯 提出 
”了 不 可 公 度 ， 接 触 到 了 无 限 小 量 的 概念 ， 原 子 论 
SMR, BDRM ARR, RRA 
到 对 无 限 小 的 实质 究竟 是 什么 的 确切 看 法 ， 固 定 
无 限 小 量 的 观念 已 经 顽固 地 粘 附 在 数学 上 了 . 每 
当 逻 辑 无 济 于 事 的 时 候 , 直观 就 常常 会 求助 于 它 . 
欧 几 里 得 的 《几何 原本 》, BREE ARR 
论 的 思想 ,穷竭 法 的 提出 者 做 多 克 索 的 严肃 的 、 讲 
究 实际 的 思想 的 影响 则 十 分 明显 .穷竭 方 法 的 基 
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础 原理 ， 拿 现在 的 眼光 来 看 ， 可 以 说 是 一 种 潜在 
无 限 小 的 观念 ， 就 某 种 意义 来 说 ， 它 阻碍 了 固定 
无 限 小 量 观念 的 发 展 ， 在 古代 大 数学 家 阿 基 米 德 
身上 ， 兼 具 了 两 种 素质 : 把 欧 几 里 得 一 丝 不 苟 的 
推演 和 德 席 克利 特 带 有 朴素 直观 的 想象 谐 和 地 结 
合 在 一 起 ， 阿 基 米 德 在 证 明 他 的 结果 时 ， 忠 于 做 
多 克 索 的 具体 细节 ， 而 用 德 议 克 利 特 的 无 限 小 量 
观念 去 发 现 结果 . 

十 七 世纪 牛顿 、 莱 布 尼 欧 发 展 的 微 积分 ， 是 
ey MAAR BRA. OATH 
观 无 限 小 观念 的 ， 而 柯 西 、 魏 尔 斯 特 拉 斯 承继 了 
欧 几 里 得 的 路 子 ， 排 斥 直观 无 限 小 ， 他 们 通过 有 
限量 ， 成 功 地 为 近代 分 析 数 学 黄 定 了 基础 ， 把 希 
腊 人 曾 使 用 过 的 ， 由 牛顿 、 莱 布 尼 蒋 用 它们 开创 
新 时 代 的 无 限 小 量 置 之 度 外 ， 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 工 
E, BAM, ARPS Ee, 的 关系 ， 精 巧 
地 定义 了 无 限 小 ， 它 在 逻辑 上 是 完美 的 ， 但 是 定 
义 概 念 却 比 被 定义 概念 要 复杂 ， 按 这 种 方式 ， 确 
实 消除 了 非 有 限 数 的 引用 ， 和 避免 了 贝克 莱 设 置 的 
逻辑 陷阱 ， 但 是 人 们 却 要 付出 昂贵 的 代价 ， 直 觉 
上 清晰 的 、 物 理 上 可 以 测量 的 瞬时 速度 (实在 无 
限 小 ) ， 成 了 从 属于 精巧 出 奇 的 “极限 ”的 概念 ， 
所 以 这 一 切 ， 在 无 限 小 研究 领域 中 ， 为 排除 非 有 
限 思 维 牢 固 地 扎 下 了 根子 .经 过 数 千年 的 曲折 以 
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及 近代 数 百年 的 论争 ,在 无 限 小 研究 的 领域 中 ,有 
限 思维 又 占据 了 统治 地 位 . 

对 于 无 限 的 研究 ， 除 包括 无 限 小 之 外 ，、 也 包 
HERK. 十 九 世 纪 后 期 ， 德 国 大 数学 家 康 托 提 
出 的 超 限 数理 论 ， 就 是 无 限 大 近代 研究 中 获得 的 
第 一 个 成 熟 结 果 . 康 托 的 理论 ， 是 从 创立 集合 论 
开始 的 ， 集合 论 是 研究 集合 、 集 合 的 运算 及 其 性 
质 的 数学 分 支 . 它 是 一 门 与 一 般 哲 学 思考 相近 的 ， 
并 且 是 对 有 关 无 限 的 整个 问题 从 全 新 的 角度 加 以 
图 明 的 学 科 . 康 托 提出 的 集合 论 和 超 限 数理 论 ,被 
希 尔 伯 特 赞誉 为 “数学 精神 最 令 人 惊天 的 花 朱 ,人 
类 理智 活动 的 一 个 至 高 成 就 . ” 康 托 在 建立 他 的 理 
论 时 ， 创立 了 对 角 线 方法 ， 后 来 被 确认 是 一 种 十 
分 重要 的 数学 方法 . 它 实际 上 是 以 反 证 法 为 基础 
的 ， 它 的 逻辑 基础 是 排 中 律 ， 排 中 律 对 有 限 事 物 
是 成 立 的 , 无 人 置疑 , 但 对 无 限 事物 使 用 排 中 律 ， 
就 超出 了 有 限 论 者 可 以 接受 的 限度 ， 它 实质 上 属 
于 韭 有 限 思维 范畴 . 为 此 ， 尽 管 这 些 成 果 在 数学 
史上 是 划时代 的 ， 苏 联 著名 数学 家 库 尔 莫 哥 洛 夫 
说 过 :“ 康 托 的 不 朽 功绩 , 在 他 敢于 同 无 穷 大 冒险 
迈进 ， 他 对 似是而非 之 论 、 流 行 的 成 见 、 哲 学 的 
教条 、 以 及 最 大 数学 家 信念 作 了 内 外 斗争 ， 由 此 
使 他 成 为 一 门 新 学 科 的 创造 者 ， 这 门 学 科 CER 
合 论 ) 今天 已 经 成 了 整个 数学 的 基础 . ”但 是 康 托 
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还 是 遭 到 猛烈 而 又 沉重 的 打击 ， 特 别 是 他 的 老师 
克 罗 内 克 的 粗暴 攻击 ,残酷 迫害 竟 长 达 十 年 之 久 . 
克 罗 内 克 等 人 认为 : 康 托 关于 超 限 数 和 集合 论 的 
工作 不 是 数学 , 是 神秘 主义 , “后 一 代 将 把 集合 论 
当 作 一 种 疾病 ”， 超 限 数 是 “ 雾 上 之 雾 ”"， 康 托 的 
“思想 是 近 十 年 来 最 具 兽 性 的 见解 ” 在 这 样 沉重 
的 打击 下 ， 他 那 已 经 十 分 紧张 的 神经 终于 支持 不 
住 了 ， 神 经 失常 了 .由 此 可 见 ， 当 时 数学 界 对 非 
APR ERR SUR, URAR YEO ES 
在 世纪 转折 时 期 所 占 统 治 地 位 的 程度 ， 前 面 提 到 
过 希 尔 伯 特 是 支持 康 托 学 说 的 , 甚至 还 说 :“ 没 有 
人 能 把 我 们 从 康 托 为 我 们 创造 的 伊 旬 乐园 中 排除 
出 去 . ”但 是 在 强大 的 直觉 主义 压力 下 , 在 他 至 为 
重要 的 证 明理 论 中 ， 也 贯彻 了 有 限 主义 立场 ， 可 
匈 ， 当 时 数学 思想 界 对 有 限 观点 已 崇尚 到 如 何 的 
程度 了 .到 了 哥 德 尔 那个 时 代 ， 有 限 思 维 占 据 了 
统治 地 位 ， 数 学 界 普遍 认为 ， 在 数学 中 仅 当 非 有 
限 思维 能 用 有 限 的 元 数学 加 以 “解释 ”或 “论证 
为 正确 ”时 ， 才 能 算 作 是 有 意义 的 ， 这 种 局 面 的 
形成 ,是 人 类 对 无 限 进行 研究 的 漫长 过 程 的 结果 ， 
冰冻 三 尺 ， 非 一 日 之 寒 . 

有 限 与 无 限 是 一 对 矛盾 .人们 通过 有 限 去 量 
度 、 表 示 无 限 ， 揭 示 无 限 的 本 质 ， 完 全 脱离 有 限 
去 认识 无 限 是 不 可 能 的 .有限 是 认识 无 限 的 必要 
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手段 、 方 法 ， 但是， 我 们 也 不 应 将 此 片面 化 , 绝 
对 化 ， 过 分 片面 地 强调 有 限 ， 必 将 导致 绝对 地 排 
斥 使 用 非 有 限 思维 去 研究 、 认 识 无 限 ， 这 种 技术 
处 理 的 一 般 化 ， 将 会 在 哲学 上 形成 僵化 人 们 思想 
的 形而上学 的 梭 格 ， 扼 杀人 们 的 聪明 才智 和 创造 
发 明 . 斯 柯 兰 就 是 吞食 了 这 颗 苦果 的 实例 . 相反 ， 
哥 德 尔 却 敢于 突破 有 限 思维 的 框架 ， 显 示 了 他 硬 
碎 沉 重 柳 锁 的 无 比 勇 气 和 非凡 创造 力 . 

最 后 ， 我 们 来 说 一 下 哥 德 尔 定理 对 数学 的 影 
响 ， 由 于 哥 德 尔 定理 的 证 明 ， 运 用 了 一 些 可 以 说 
是 把 形式 化 的 系统 纳入 自身 中 的 比较 麻烦 的 方 
法 ,在 这 种 意义 上 ， 构 造 出 来 的 那个 不 可 判定 命 
题 ， 过 多 地 带 上 人 为 雕 凿 的 痕迹 ， 因 而 对 现代 数 
学 家 们 眼前 某 些 难题 的 不 可 判定 性 的 研究 ， 没 有 
提供 出 明显 的 解决 问题 的 线索 . 但 是 , 近年 来 ,由 
于 有 限 组 合理 论 中 取得 的 研究 新 成 果 ， 使 得 哥 德 
尔 定理 的 影响 ， 似 乎 正在 越 出 逻辑 学 、 数 学 基础 
和 哲学 的 范围 ， 在 “当代 ”的 日 常数 学 中 苏醒 过 
来 . 

1982 年 11 月 ， 美 国 科学 (Science) 杂志 上 发 
表 了 一 篇 短文 :《 哥 德尔 定理 与 数学 有 关 吗 ?》, X 
章 报道 ,美国 曼彻斯特 大 学 的 杰 夫 帕 里 斯 和 伯 克 
利加 州 大 学 的 利 奥 . 哈 林 顿 ,以 及 俄亥俄 州立 大 学 
的 哈 维 . 弗 里 德 曼 , 相继 在 有 限 组 合理 论 中 , 找到 
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了 既 不 能 肯定 义 不 能 否定 的 关于 自然 数 的 ) f 
题 ， 为 描述 一 下 这 个 成 果 ， 需 先 介绍 一 下 阿 克 野 
函数 和 拉 姆 赛 定理 等 内 容 . | 

Bal oe, oR BE A BE, AJR BV 
数 导 出 的 函数 ， 它 的 特征 是 以 原始 递归 函数 所 不 
及 的 速度 , BAG AAR n m 的 增加 而 增加 . 我 们 
ALA (m, n) (Rb TES eR. key, GaP 


二 次 递归 定义 如 下 : 


A (m+1, 0) =m+1 | 

A (m1l, n+1) =A (m, A (m+, n)) 
这 是 一 个 带 有 两 个 变 元 m、n 的 函数 , 它 的 定义 对 
m, n 都 使 用 了 归纳 ， 首 先 在 m 为 0 的 场合 ， 对 
进行 归纳 定义 

A (0, 0) =0 

A (0; n+1) =2 (n+1) 
再 考虑 mHE, X n 进行 的 归纳 定义 

A (m+1, 0) =m+1 

A (m+1, n+1) =A (m, A (m+), n)) 
再 写 得 具体 一 点 ， 就 能 明确 地 看 到 它 的 惊人 的 增 


加 趋势 . 
A G, 1) =A(0,4(1,0))=A(1,1)=2: 
1 一 2 
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AQ,2)=A0;AG051)) =A (52) = 2+ 


=) 
A G, n) =2" 
2 


è 2 
A (2, 3) =A(0,AQ,2))=A(1,22 ) 


9 2 
—9 2 — 916 


2 2 
一 ? Z 965536 
A(2,5=AQ.AQZ,4)=AQ,2") 
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oa 
2 
A(3,n)=2 
拉 姆 赛 定理 的 一 个 相当 特殊 的 情况 是 所 谓 的 
聚会 问题 :如 果 你 要 举行 一 次 社交 聚会 ,为 保证 你 
的 客人 中 有 天 个 人 ,或 者 互相 认识 或 者 互相 不 认 
识 , 那 么 这 个 聚会 至 少 要 有 多 少 人 参加 ?已 经 证 
HA : 
| 当天 王 3 时 ,至 少 要 有 6 个 人 ， 
当天 一 4 时 ,至 少 要 有 18 个 人 ， 
当 开 二 5 时 ,确切 的 至 少 要 有 多 少 人 尚 不 知 
晓 , 但 只 要 超过 55 个 人 ,相应 的 
要 求 能 满足 . 
| am 


情况 就 不 其 了 了 ， 

入 旭 赛 定理 断言 满足 这 样 的 要 求 的 数 是 存在 
的 ,尽管 还 不 能 确切 知道 这 个 数 的 大 小 . 一般 的 无 
限 型 拉 姆 赛 定理 是 这 样 的 :如 果 把 一 无 限 集合 的 
所 有 天 - 子 集 任 意 分 成 类, 则 必 有 该 集合 的 一 个 
无 限 子 集 , 它 的 所 有 天- 子 集 属 于 同一 类 . 

所 谓 “ 大 ” 集 是 指 一 个 自然 数 集合 ,满足 这 样 
的 条 件 : 它 的 元 素 个 数 大 于 等 于 这 个 集合 中 的 最 
小 自然 数 . 
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例如 :集合 {3,15,25,26} 是 “大 ” 集 . 因为 元 素 
个 数 4, 大 于 其 中 的 最 小 数 3. 

集合 : {100, 102,104,106,108) ) 就 不 是 “大 ” 
集 , 因 为 元 素 个 数 5 小 于 其 中 的 最 小 数 100,， 

有 了 这 些 准 备 ,我 们 可 以 来 叙述 这 个 不 可 判 
EMA T. 

帕 里 斯 一 哈 林 顿 命题 :如 果 把 一 个 “充分 大 ?” 
的 有 限 的 自然 数 集合 的 所 有 天 - 子 集 , 任 意 分 成 > 
类 , 则 必 有 一 个 “大 ”的 子 集 , 它 的 所 有 天 - 子 集 属 
于 同一 类 . 

帕 里 斯 - 险 林 顿 命题 可 以 说 是 无 限 型 拉 姆 赛 
定理 的 一 种 有 限 变 型 . 问题 在 于 这 个 “充分 大 ”, 至 
少 应 该 有 多 大 ,需要 加 以 确定 . 显然 ,这 个 界限 是 
与 r 和 天 相关 的 ,其 实 它 是 > 和 天 的 一 个 函数 ， 
而 且 它 的 函数 值 随 > 和 KK 的 增加 而 增加 的 趋势 
同 阿 克 曼 函数 ACm ,2”) 差 不 多 ,从 而 得 知 帕 里 斯 - 
哈 林 顿 命题 在 皮 阿 诺 算术 系统 中 不 能 判定 . 定理 
的 证 明 用 了 模型 论 方法 ,他 们 构造 了 算术 系统 的 
两 个 模型 ,使 得 命题 在 其 中 之 一 成 立 ,在 另 一 模型 
中 不 成 立 . 后 来 ,尽管 R: 索 洛 维 , 在 增强 了 的 皮 阿 
诺 算 术 系 统 中 证 明了 帕 里 斯 - 哈 林 顿 定理 ,但 弗 里 
德 曼 又 在 增强 了 的 系统 中 找到 了 另 一 不 可 判定 命 
题 . | 

这 些 不 可 判定 命题 与 哥 德 尔 构造 的 不 可 判定 
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命题 是 不 同 的 ,前 者 几乎 毫 无 人 为 雕 羡 的 痕迹 . 它 
们 是 直接 来 自 “ 当 代 ” 的 日 常数 学 分 支 之 一 ;组合 
数学 . 为 此 G. 哥 拉 达 断言 :“ 看 来 , 哥 德 尔 定理 将 
越 出 传统 的 数理 逻辑 的 范围 ,开始 对 其 他 数学 领 
域 发 生 影响 .” 

总 而 言 之 , 哥 德 尔 不 完全 性 定理 是 逻辑 发 展 
史上 的 里 程 碑 , 它 既 标志 着 现代 逻辑 科学 朝 形式 
化 方向 发 展 所 达到 的 高 峰 , 也 标志 着 现代 逻辑 科 
学 一 个 茵 勃发 展 的 新 时 期 的 到 来 ; 哥 德 尔 定理 使 
人 们 认识 到 了 形式 化 的 巨大 力量 ,同时 也 看 到 了 
形式 化 的 局 限 ; 哥 德 尔 定理 也 使 人 们 认识 到 尽管 
有 限 是 认识 无 限 的 重要 手段 , 非 有 限 思 维 还 是 有 
它 的 独特 作用 ;形式 和 直觉 ,有 限 和 无 限 ,这 些 成 
对 的 范畴 既是 对 立 的 又 是 统一 的 ,片面 地 、 绝 对 地 
强调 任何 一 方 ,都 可 能 导致 认识 的 雇 误 ; 哥 德 尔 定 
理 不 仅 是 逻辑 学 、 数 学 基础 方面 的 成 果 , 而 且 近 来 
已 在 一 般 的 数学 方面 开始 产生 影响 . 可 以 预计 , 随 
着 人 类 科学 事业 的 发 展 , 哥 德 尔 定理 在 逻辑 学 、 数 
学 .人 工 智能 、 哲 学 方面 的 影响 ,将 会 与 日 俱 增 . 
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后 1 


哥 德 尔 不 完全 性 定理 是 现代 逻辑 发 展 史 上 的 
一 座 里 程 碑 , 对 逻辑 学 .数学 .哲学 人工 智能 具有 
深刻 的 影响 为 此 ,笔者 极 愿 意 把 它 尽 可 能 完整 地 
介绍 给 我 国 的 读者 ,但 限于 水 平 , 错 误 和 缺点 在 所 
难免 ,希望 读者 批评 指正 。 承 蒙 应 制 夷 教授 审阅 了 
本 书 第 三 章 , 谨 在 此 表示 谢意 。 
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